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ANNALEN DER PHYSIK. 
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1. Uber die physikalischen Grundlagen 
der Einsteinschen Gravitationstheorie; 


von Friedrich Kottler. 


In dem Bestreben nach einer physikalischen Ableitung 
der Einsteinschen Gravitationstheorie habe ich in einer 
kurzen Arbeit!) 1916 die sogenannte Äquivalenzhypothese 
zur Grundlage zu machen gesucht. Diese Untersuchungen 
mußten infolge längerer Felddienstleistung unterbrochen werden. 
Nach meiner Rückkehr aus dem Felde habe ich sie wieder 
äufgenommen und gefunden, daß der dort eingeschlagene Weg 
zu Widersprüchen mit der Erfahrung führt, daß also die 


4 ™ Aguivalenzhypothese, wie sie aus der Minkowskischen Kine- 


matik gefolgert werden muß, nicht ohne weiteres zu Recht 
besteht. ?) 

Ich habe daher im folgenden einen anderen Weg ein- 
geschlagen. Ich erhalte die Einsteinsche Theorie auf Grund 
einer Abänderung des Newtonschen Trägheitsgesetzes. Es sind 
hierbei zweierlei Beschränkungen gemacht: Erstens der Be» 
griff der berechtigten Bezugssysteme. Dies bedeutet eine 
gewisse Aufrechterhaltung des Minkowskischen Postulats 
der konstanten Lichtgeschwindigkeit, derart, daß die De- 
ferminante der Koeffizienten des ds? in kartesischen Koordinaten 


invariant bleibt. Nur solehe Systeme liefern Übereinstimmung 
mit der Newtonschen Näherungstheorie in den Newtonschen 
Koordinaten. 
Zweitens die Beschränkung auf stationären Charakter 
aller Gravitationsfelder. 


1) F. Kottler, Über Einsteins Äquivalenzhypothese und die 
Gravitation. Ann, d. Phys. 50. p. 955. 1916. — A. Einstein, Über 
Friedrich Kottlers Abhandlung usw., 1. c. 51. p. 639. 1916. 

2) Vgl. unten $ 38. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 26 
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Im ganzen hoffe ich, durch diese Arbeit einen Beitrag 
zu der Erkenntnis des Wertes der neuen Einsteinschen 
Theorie zu liefern, durch welche meiner Ansicht nach das 
Problem der Gravitation, das drei Jahrhunderte offen ge- 
lassen hatten, endlich gelöst ist. 
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Trägheitsgesetzes. 5. Die Uniformität der Gravitation. 6. Die Energetik 
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I. Das Trägheitsgesetz. 
1. Das Newtonsche Trägheitsgesetz. 

Das Trägheitsgesetz der Newton- Galileischen Mechanik 
ist bekanntlich das erste Newtonsche Axiom: corpus omne 
perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter 
in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum 
illum mutare. Stammt dieses Trägheitsgesetz aus der Er- 
fahrung? „Hat man,“ so fragt Poincar6!), „jemals mit 
Körpern experimentiert, die der Einwirkung aller Kräfte ent- 
zogen waren? Man zitiert gewöhnlich das Beispiel einer 
Kugel, die sehr lange auf einem Marmortische rollt; aber 
warum sagen wir, daß sie keiner Kraft unterworfen ist? Ist 
sie etwa zu weit von allen übrigen Körpern entfernt, um von 
ihnen keine merkliche Einwirkung erfahren zu können? Aber 
sie ist doch um nichts weiter von der Erde entfernt, als wenn 
man sie frei in der Luft losließe; und jedermann weiß, daß 
sie in diesem Falle dem Einflusse der Schwere unterliegen 
würde, der von der Anziehungskraft der Erde herrührt.‘ 

Wir sind also mit der Erfahrung .keineswegs im Wider- 
spruche, wenn wir das erste Newtonsche Axiom aufheben. 
Im Gegenteil, wenn wir an dessen Stelle die Aussage setzen: 
„Ein sich selbst überlassener Körper fällt‘, sind wir mit der 
alltäglichen Erfahrung in bestem Einklange. Wie ist dieses 
Trägheitsgesetz zu verstehen? Offenbar so, daß von der 
Gravitation nicht abstrahiert werden darf. Eine Mechanik, 
welche wie die Newtonsche die Gravitation der Materie nicht 
als wesentlich und anerschaffen ansieht?), ist unzulässig. 
Unsere Aufgabe ist es also, das Trägheitsgesetz so zu modifi- 
zieren, daß aus ihm die ständige Gegenwart der Gravitation 
in allen physikalischen Erscheinungen folgt. 


2. Die übrigen Newtonschen Axiome. 


Vorerst ein Wort über die übrigen Newtonschen Axiome 
in diesem Zusammenhange. Sie sind sämtlich von der neuen 
Mechanik bereits aufgegeben. Das, wodurch sich diese 
neue Mechanik von der Newtonschen unterscheidet, ist be- 
kanntlich die Berücksichtigung der endlichen Ausbreitungs- 
geschwindigkeit aller Störungen, als welche die Lichtgeschwindig- 


1) H. Poincaré, La science et l’hypothöse, chap. VI, p. 113. 
2) Newton an Bentley. 
26* 
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keit angenommen wird. Von diesem Gesichtspunkte fiel als 
erstes der Newtonschen Prinzipien das von der Gleichheit 
der Aktion und Reaktion. Auch das zweite Newtonsche 
Axiom, daß Kraft und Beschleunigung proportional seien, 
mußte aufgegeben werden, als die Abhängigkeit des Propor- 
tionalitätsfaktors, der Masse, von der Richtung erkannt wurde, 
welche zur Folge hat, daß Kraft und Beschleunigung im 
allgemeinen nicht gleichgerichtet sind. Schließlich mußte 
sogar der Newtonsche Grundbegriff der absoluten Zeit ge- 
opfert werden, indem auch hier bei der Definition der Gleich- 
zeitigkeit an verschiedenen Orten die endliche Signalgeschwin- 
digkeit ihre Rolle spielt. ior: 

Die Untersehiede der neuen Mechanik gegen die Newton- 
sche Mechanik sind hier allerdings nur sogenannte Effekte 
zweiter Ordnung, welche wegfallen, wenn man die Relativ- 
geschwindigkeit des Systems gegen die Lichtgeschwindigkeit 
vernachlässigt. Im Falle relativer Ruhe stimmen die Newton- 
sche und die neue Mechanik sogar exakt überein. 

Die in 1. angekündigte Modifizierung des Trägheits- 
gesetzes geht nun ebenfalls auf die endliche Lichtgeschwindig- 
keit zurück, wie wir später sehen werden. Wir werden dann 


gleichzeitig sehen, daß die Gravitation jedoch in gewissem 
Sinne ein Effekt erster Ordnung ist. 


3. Die Veränderlichkeit der Lichtgeschwindigkeit 
als Fundamentalannabme. 


Die Fundamentalannahme, die wir zur Erreichung des 
angekündigten Zieles machen, ist diese: 

Im leeren Raume ist in der Nähe von Materie die Licht- 
geschwindigkeit veränderlich. 


Man kann hiervon zweierlei Interpretationen geben. Erstens 
eine rein phänomenologische: Die Zeitmessung hängt von der 
Gegenwart der Materie ab und wird durch sie beeinflußt. Wir 
wollen gleich hinzufügen, daß auch die Raummaße, wie das 
Spätere lehren wird, beeinflußt werden müssen. 

Zweitens eine anschaulichere fiktive: Wir denken uns 
statt des leeren Raumes das Medium, den Äther, als Um- 
gebung der Materie. Dann können wir sagen: Durch die Ein- 
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bettung der Materie entstehen im Äther gewisse Dichteänderungen, 
als deren Folge die variable Lichtgeschwindigkeit auftritt. Die 
Folge dieser Dichteänderungen sind gewisse (fiktive) Spannungen, 
die der Äther auf die Materie ausübt. Bei einer isolierten Masse 
heben sich diese Spannungen gegenseitig auf. Ist noch eine 
Masse anwesend, so sind die Spannungen auf der dieser Masse 
näheren Seite stärker gestört; infolgedessen kommt ein Über- 
gewicht der Spannungen der anderen Seite zustande, oder die 
beiden Massen ziehen sich an. 

Man erinnert sich hier einer gewissen Analogie mit der 
Le Sageschen Gravitationstheorie. Nur sind es hier nicht 
Ätherstöße, sondern Ätherspannungen. 


4. Die Relativität des Trägheitsgesetzes. 


Wir werden später sehen, daß die Anziehung als Folge- 
rung aus der Abnahme der Lichtgeschwindigkeit bei An- 
näherung an die Massen ohne die Ätherhypothese gezogen 
werden kann ($ 10). 

Vorerst aber stellen wir fest: Unser Ziel, die Gravitation 
unlösbar mit der Materie zu verknüpfen, ist vorbehaltlich der 
mathematischen Formulierung, durch unsere Fundamental- 
annahme erreicht. In einer Veränderung von Zeit (und Raum) 
gipfelt die eingeführte Modifikation des Trägheitsgesetzes. 

Aber dieses Trägheitsgesetz ist von der Gegenwart einer 
oder mehrerer Massen in der Umgebung abhängig. Das neue 
Trägheitsgesetz ist relativ, das alte war absolut. Das scheint 
eine Komplikation zu sein. Sie wird aufgewogen durch die 
Vorteile der neuen Auffassung. Dies erkennen wir aus den 
folgenden Betrachtungen. 


5. Die Uniformität der Gravitation. 


Die Gravitation war für Newton ablösbar von der Materie. 
Sie bildete bei ihm ein separates Kapitel der Physık, wie es 
die Elektrizität, die Kohäsion, die Kapillarität usw. sind. 
Im Vergleieh mit den genannten Naturkräften zeigt aber die 
Gravitation eın abweichendes Verhalten; sie ist unabhängig 
von der chemischen und strukturellen Beschaffenheit der Materie. 
Alle Körper erfahren die gleiche Fallbeschleunigung, wie schon 
Galilei wußte. Es gibt keine Dispersion der Gravitation, 
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wie die astronomischen Verfinsterungen gezeigt haben. Diesem 
Komplex von Eigensehaften bezeichnen wir kurz als die Uni- 
formität der Gravitation. 

Von dem eröffneten Gesichtspunkte aus ist dies aber 
nichts Verwunderliches. Raum und Zeit, auf deren Eigen- 
schaften die Gravitation zurückgeht, sind ja selber uniform. 
So setzen wir sie bei unserer Betrachtung der Außenwelt 
voraus. Die gemeinsame Fallbeschleunigung aller Körper ist 
dann ebensowenig verwunderlich als das gleichartige Ver- 
halten aller Körper im Newtonschen Trägheitsgesetze. 


6. Die Energetik der Gravitation. 


Aber noch einer anderen Schwierigkeit begegnete die 
Newtonsche Mechanik bei ihrer Behandlung der Gravitation. 
Durch deren Gleichstellung mit den elektrischen, chemischen, 
molekularen usw. Kräften liegt die Frage nahe: Kann die 
Gravitationsenergie in andere Energieformen übergeführt wer- 
den? Man hat nun vergeblich nach einer Umwandlung der 
Gravitation in Wärme gesucht. Es gibt ja wohl einige Phy- 


siker, die z. B. das Glühen der Meteore jenseits der Atmo- 
sphäre hierauf zurückführen wollten. Kein Experiment hat 
diese Anschauung bisher bestätigt. 


Im Hinblick hierauf hat die alte Mechanik ihre Bezeich- 
nung „konservative Kräfte‘ erfunden. Konservative Kräfte 
sind reine Bewegungskräfte (Helmholtz). Keine andere 
Kraft außer der Gravitation ist aber rein konservativ. Wie 
kommt es zu dieser Sonderstellung der Gravitation, wenn 
sie wirklich nur ein Seitenstück zur Elektrizität usw. wäre? 


Von unserem Gesichtspunkte ist hier weiter nichts Ver- 
wunderliches, so wenig wie es verwunderlich ist, daß der 
isolierte Körper des Newtonschen Trägheitsgesetzes kon- 
servativ war. Wir werden infolgedessen auch nicht mehr von 
Gravitationskräften reden. Damit soll zum Ausdrucke kommen, 
daß die zugrundeliegenden Gravitationsspannungen fingiert 
sind, ähnlich, wie es die Trägheits- und Zusatzkräfte des 
d’Alembertschen Prinzipes waren. Mathematisch findet dies 
seinen Ausdruck darin, daß die Gravitationsspannungen, wie 
wir sehen werden, automatisch aus dem Impulsenergiesatz, 
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dem Analogen zu Newtons Bewegungsgleichungen, aus- 
fallen ($ 24).*) 


II. Die Voraussetzungen. 


Nachdem solchermaßen die Vorteile der neuen Auffassung 
genügend belegt zu sein scheinen, gehen wir an die Formu- 
lierung der mathematischen Aufgabe. 

Gesucht ist also diejenige Abänderung des Trägheits- 
gesetzes, aus Eigenschaften von Raum und Zeit folgend, daß 
sich aus ihr die Gravitationserscheinungen ergeben. Da die 
Newtonsche Theorie diese bis auf wenige Ausnahmen gut 
darstellt, muß sie oder die auf ihr fußende Minkowskische 
Mechanik sich als erste Näherung der neuen Theorie ergeben. 


7. Das Trägheitsgesetz bei Minkowski. 


Welches ist nun das Trägheitsgesetz bei Minkowski? 
Denn auf dieses, nicht auf das Newtonsche, haben wir ja 
offenbar aufzubauen. 


Man weiß, daß für die Minkowskische Mechanik eine 
Art Union von Raum und Zeit stattfindet, die ihren Aus- 
druck in der vierdimensionalen Symbolik Minkowskis findet. 
Hierbei spielt die quadratische Differentialform 


(1) —ds? =dz? + dy? + dz? — ce? di? 


eine Hauptrolle, vergleichbar einem Bogengesetze der Diffe- 
rentialgeometrie. Genauer gesagt, entspricht dieses Bogen- 
gesetz einer euklidischen Geometrie. Ein euklidischer Raum 
(wie allgemein jeder Raum konstanter Krümmung) ist all 
seitig symmetrisch. 

Welche Bedeutung hat physikalisch dieses ds?? Min- 
kowski deutet ds als die Eigenzeit eines bewegten Beob- 
achters. Denn man weiß, daß die Zeit bei Minkowski nicht 
mehr absolut ist, sondern vom Bewegungszustande des Be- 


1) In diesem Sinne habe ich 1916 gesagt, daß die Gravitation 
kinematischen (im Gegensatz zu: dynamischen) Charakter hat. Eine 
Auffassung, als würde ich damit gemeint haben, daß sie kinematisch 
vorgetäuscht werde, wie es nur bei den gewissen Spezialfällen der Theorie 
(vgl. Kap. VI) tatsächlich der Fall ist, kann nur auf ein Mißverständnis 


meiner Ausführungen zurückgehen. 
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obachters abhängt. Der Unterschied ist bekanntlich der, 
daß Beschleunigung sozusagen den Gang einer Uhr verzögert, 
Das heißt: Unter allen möglichen Bewegungen, die einen Be- 
obachter von einer gegebenen Anfangslage in eine gegebene 
Endlage überführen, erkennt man die unbeschleunigte an der 
mitbewegten Uhr; sie weist ein Maximum der Zeitdifferenz auf, 
Dies ist das Trägheitsgesetz von Minkowski. Mathematisch 
gesprochen heißt dies: Das Integral 


fas 


wird für die aus dem Trägheitsgesetze folgende Bewegung 
ein Extrem. 

Man überzeugt sich leicht, daß die Extremalen dieses 
Integrals, die Geodäten des Minkowskischen S,, euklidische 
Gerade sind. Aus der bekannten Kinematik von Minkowski 
folgt, daß dann die zugehörigen Bahnen ebenfalls Gerade 
des gewöhnlichen Raumes sind und daß sie mit gleiehförmiger 
Geschwindigkeit durchlaufen werden; das heißt aber, das 
Minkowskische Trägheitsgesetz ist identisch mit dem New- 
tonschen. 


8. Das generalisierte Bogengesetz. 


Zufolge unserer Fundamentalannahme ist die Licht- 
geschwindigkeit in der Nähe von ponderabler Materie variabel. 
Dies geht zurück auf eine Veränderung des Zeitmaßes. Diesem 
Standpunkte Rechnung tragend, ist der allgemeinst mögliche 
Ansatz zu machen: 


4 
(2) — ds? = (x, 2,2,2,) dz,dz,, 


wo die g,, Funktionen von 2, 2, 23 % und 2, 2, 23 irgend- 
welche drei raumartige Koordinaten, x, eine reelle zeitartige 
Koordinate ist. Hierbei sind allerdings die Raummaße auch 
verändert; ferner ist durch die 9,4 924 984 eine Anisotropie 
der Lichtgeschwindigkeit (Abhängigkeit von der Richtung) 
eingeführt. Daß auch diese Effekte von der Gegenwart der 
Materie herrühren, ist noch zu rechtfertigen, wenn es gleich 
aus der Atherhypothese evident ist, daß die Dichteänderung 
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des Äthers ihrerseits auf gewisse Längenausdehnungen in 
der Materie zurückwirkt, daß ferner unter Umständen eine 
anisotrope Struktur des Athers denkbar ist. 


9. Berechtigte Bezugssysteme. Die Leithypothese. 
Folgendermaßen kommen wir zur Erkenntnis, daß wir 

die Raummaße ebenfalls einer Änderung unterwerfen müssen. 
Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit war ein grundlegendes 
Postulat der Minkowskischen Mechänik. Man kann nun 
dieses Postulat in einem gewissen Sinne aufrecht erhalten. 
Nämlich —e? ist bei Minkowski nicht bloß der Koeffizient 
von di? in der Form ds?, sondern auch der Wert von 

1 0 

0 1 
0 0 
0 0 Q —c? 
der Determinante sämtlicher Koeffizienten des ds*. Benutzen 
wir also kartesische Koordinaten, so kann man dem Umstande, 
daß die Newton-Minkowskische Mechanik mit konstanter 
Lichtgeschwindigkeit ihr Auslangen zu einer Beschreibung der 
Naturerscheinungen findet, Rechnung tragen, indem man für (2) 
vorschreibt: 
(8) 
Hat man andere als kartesische Koordinaten, so ist diese 
Bedingung der Invarianz der Determinante sinngemäß zu 
indern.) Es wird sich tatsächlich zeigen, daß wir mit Hilfe 
von (3) die bestmöglichste Annäherung an die Erfahrung 
durch die Newtonsche Theorie erzielen, wobei 2, 2, 2, als 
gewöhnliche kartesische Koordinaten, s oder eine zu s pro- 
portionale Größe als Zeit verwendet werden, die Licht- 
geschwindigkeit konstant gleich c genommen wird. 
Die exakte Darstellung ist freilich (2), wobei die Kon- 
stanz von c nur in der Beziehnng (8) oder in einer analogen 
auftritt. Nur solehe Bezugssysteme wollen wir als berechtigt 
gelten lassen.?) 


I= 


0 
0 
1 


1) Sie ist nicht identisch mit der von Einstein hie und da ver- 
wendeten Beschränkung — g = c! 

2) Diese Auszeichnung gilt nur, solange wir auf dem Boden 
Newtonscher Raumzeitanschauung stehen. Im allgemeineren Fall sind 
alle Bezugssysteme gleichberechtigt. 
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Man erkennt nun sofort, daß mit einer Veränderlichkeit 
der Lichtgeschwindigkeit auch eine der Raummaße Hand 
in Hand gehen mu8. Nimmt beispielsweise die Lichtgeschwin- 
digkeit längs einer Koordinate ab, so muß wegen der Invarianz 
von g der Koeffizient der betreffenden Koordinate in ds? zu- 
nehmen, d. h. es erfolgt eine Streekung in der Richtung des 
Sch erefeldes. 


10. Die Anziehung infolge der Schwere. 


Auf (2) und der Hypothese (8) errichten wir nun mit 
Hilfe des Minkowskischen Trägheitsgesetzes unseren Aufbau 
der neuen Theorie. Die Lichtgeschwindigkeit nimmt bei An- 
näherung an die Materie ab. Gesetzt also, ein Beobachter 


würde eine Eigenzeituhr, die das f ds abzulesen gestattet, 


1 
im Schwerefelde beobachten. Zum Beispiel ein Spiegelpaar 
von festem Abstande, zwischen dem ein Lichtstrahl hin und 


her zirkuliert. Der zurückgelegte Lichtweg ist dann f ds. 


Angenommen, der Beobachter mißt an zwei Stellen des 
Schwerefeldes mit Hilfe der Lokalzeit z. B. einer schwingenden 
Saite, die Dauer eines Hin- und Herganges seiner Lichtuhr. 
Er findet dann an der Stelle des Schwerefeldes mit kleinerem 
Sch erepotential (kleinerer Lichtgeschwindigkeit) den größeren 
Wert der Zeitangabe seiner Lokaluhr für den Gang der Licht- 
uhr. Nach dem letzteren richtet sich aber die Trägheit. Es 
entspricht dem eingepflanzten ,,Beharrungsvermégen“ der 
Materie, diejenigen Orte aufzusuchen, wo das S ds die größt- 
möglichsten Werte erreicht. Dies ist ja antropomorph aus- 
gedrückt, die mathematische Aussage des Minkowskischen 
Trägheitsprinzip. Wir sehen also ohne Zuhilfenahme des 
Äthers, allerdings auch mit einer metaphysischen Beimengung, 
die Anziehung der Materie gegen die Stelle des Minimums der 
Lichtgeschwindigkeit. Der exakte Standpunkt ist natürlich 
der rein mathematische (die bekannte bloße Beschreibung der 
Ereignisse durch die Differentialgleichungen), von dem frei- 
lich die Vorstellungskraft keinen Gewinn hat. 


| 
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Ill. Das Feld des ruhenden Massenpunktes. 


Die Grundlage der Newtonschen Theorie sind die 
Keplerschen Gesetze. Mit Berücksichtigung der Unter- 
schiede zwischen Minkowskischer und Newtonscher Me- 
chanik, also bei Vernachlässigung der Effekte zweiter Ordnung, 
müssen sie sich aus der neuen Theorie ergeben, wenn wir ein 
im Sinne von § 11 berechtigtes Bezugssystem benutzen. Das 
Keplersche Problem ist dabei das Zweikörperproblem mit 
Vernachlässigung der angezogenen Masse gegenüber der Masse 
des Zentralkörpers, der als Massenpunkt behandelt wird, kurz 
das Schwerefeld des ruhenden Massenpunktes. 


1l. Das zugrundegelegte Bogengesetz und seine Extremalen. 

Das Feld des ruhenden Massenpunktes ist statisch, frei 
von t. Es ist radialsymmetrisch und isotrop; wir haben bloß 
eine Streekung in der Richtung der Radienvektoren. Wir 
setzen daher an: 


(4) —ds? =g, (r) dr? + r? dd? + r? sin? ddp? — g, (r) dt?. 

Dabei sind r#9 gewöhnliche Polarkoordinaten, deren Ur- 
sprung in den Massenpunkt verlegt wird; g, und g, sind Funk- 
tionen von der Entfernung r allein. Die Bedingung (8), daß 


wir ein zur Newtonschen näherungsweisen Darstellung be- 
rechtigtes Bezugssystem vor uns haben, verlangt in sinn- 
gemäßer Anwendung auf Polarkoordinaten: 


g =—r'sin? dc? . 
Die Invarianz von g bedingt also 


Wir schreiben also 


(4a) —ds = dr? + + r%sin? —y,de 
mit der unbekannten Funktion g, (r). Da die Lichtgeschwindig- 
keit in der Richtung der Radienvektoren variiert, setzen wir 
(4b) —kmfi(r), 
wo k die Newtonsche Gravitationskonstante, 

6,7 . 10-® gr-! em? , 


m eine Massenkonstante, die Newtonsche schwere Masse des 
Massenpunktes ist. Denn für k=0 oder m =0 hätten wir 
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keine Gravitation und g, müßte gleich c? sein. Erfahrungs- 
gemäß kann die Änderung der Lichtgeschwindigkeit im Schwere- 
felde keine große sein, sonst wäre ja die Newtonsche Theorie 
mit konstanter Lichtgeschwiniligkeit keine Näherung erster 
Ordnung. Es ist daher in 


k 
70) 
der Ausdruck i f(r) von zweiter Ordnung. 
Wir haben somit endgültig 


| — ds? = —~_—_ dr? 4 + rein? 


(1 —* fo) dt? 


und hiervon sind die Extremalen zu bilden, um das Trägheits- 
gesetz für das Schwerefeld des ruhenden Massenpunktes zu 
erhalten. 


Für ein allgemeines 


4 
— ds? = dz,dr, 


sind bekanntlich die Euler-Lagrangeschen Differential- 
gleichungen der Extremalen 


d é Fim da dim 

Iix - 1S, Oz, du du 0 i=1,2,3,4, 

wobei % ein Parameter, so das die Nebenbedingung erfüllt ist; 
(52) = const = D?. 


Man hat die Falle zu unterscheiden. 


1. D? =0; dann hat man es mit Lichtstrahlen zu tun. 

2. D? > 0; dann hat man es mit den Welilinien kräfte- 
freier Punkte zu tun. Man nimmt dann passend D? = c?, 
so daB u eine (Minkowskische) Eigenzeit wird. 

Wir beschränken uns auf den Fall 2 und nehmen ds = cdu. 
Man findet dann 


dr? + r?d9? + r? sin? dg? 
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mit den Differentialgleichungen 
d 1 dr : dg\? 


(r r sin cos 


a 
du 
2.3 
d 


d d 
khmf (r) = 
und den Integralen 


r?sin? = const = B, 
dt 2 
(c? — kmf(r)) = const = c?— A. 


Man zeigt leicht, daB die Bewegung in einer Ebene durch 
den Ursprung vor sich geht, als welche wir die (invariable) 
Ebene =2/2 


nehmen. Man hat dann die Integrale 


km 
+ r?dg? — ce? 
d 


1 
—cdu?= 


(c? — km f(r) 


Das letzte ist bekanntlich nach Minkowski der Energie- 
satz, den ja die vierte Bewegungsgleichung Minkowskis 
liefert. Also muß A/c? von zweiter Ordnung sein. Ebenso 
ist B/c? von zweiter Ordnung. 


Durch Einsetzen und Einführung der unabhängigen Varia- 
blen m an Stelle von u, erhält man schließlich die einzige 
Relation 


dp 


e 
T 
0, 
=0, 
| 
j= j 
u 
1 
{ 
| 
2 4 
| 
> 


414 P. Kottler. 


12. Die Newtonsche erste Näherung. Keplers Gesetze. 
r, 0, mit = = u 


als Zeit bilden nach Voraussetzung ($ 9) ein berechtigtes 
Bezugssystem, liefern also die Newtonsche Darstellung exakt 
bis auf die Minkowskischen Effekte zweiter Ordnung. Bei 
deren Vernachlässigung stößt man also auf Keplers Gesetze. 
Diese liefern B als Konstante des Flächensatzes, A als (nega- 
tive) Gesamtenergie und die Keplersche Form des inter- 
mediären, zu (5a) analogen Integrals 


(5b) —hm-24+24  =0. 
dp 

Bei Vergleich mit (5a) findet man bis auf die Effekte zweiter 

Ordnung Übereinstimmung, wenn 


Da unser Bezugssystem berechtigt war, ist dies die exakte 
Form von (fr). Mithin haben wir gefunden 


—ds?= 


dr? + r?d9? + r* sin? Fd gy? 


2km 1 
(6) 


als Ausdruck des Schwerefeldes eines ruhenden Massenpunktes, 
der in Größen erster Ordnung die Keplerschen Gesetze exakt 
liefert.) 


13. Die Effekte zweiter Ordnung. Perihelbewegung. 


Gehen wir jetzt zu den Effekten zweiter Ordnung, die 
den charakteristischen Unterschied von Minkowskis und 
Newtons Mechanik ausmachen und auf die Berücksichtigung 
der endlichen Ubertragungsgeschwindigkeit der Störungen 
zurückgehen. Man hat zufolge (5a) mit 


2 
1) Zuerst angegeben von K. Schwarzschild, Über das Gravi- 


tationsfeld eines Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie. Berl. 
Ber. p. 189. 1916. 
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mithin ein elliptisches Integral. 

F (i/r) = 0 ist eine Gleichung dritten Grades für 1/r. 
Wir haben Seg 


Sei bezeichnet 


so haben wir 


- 
Bei Vernachlässigung der Effekte zweiter Ordnung hätten 


wir lima =a), lime =&, wo a, die halbe große Achse, 
&, die numerische Exzentrizität Keplers ist 

, 1 1 1 1 1 

Wir haben infolgedessen zwei Wurzeln, etwa w, bzw. w,, in 


der Nähe von 1 1 

aü-g’ 
die dritte, ws, in der Nähe von 2km/c?. Jede dieser Wurzeln 
liefert einen Extremwert von 1/r, mithin einen Scheitel der 
Planetenbahn. Für eine durchaus im Endlichen gelegene 
Bahn kommt der Wert w, nicht in Betracht, da wegen der 
Kleinheit von km/c? (vgl. $14) r ungeheure Werte bekäme. 
Wir beschränken uns also auf w, bzw. w,, wobei w, offenbar 
das Perihel, w, das Aphel liefert, da 

w, <w,. 

Mithin ist der Winkelabstand Perihel—Aphel 


2km [1 


e1 
| 
4(1+4)-%. | 
Sy 
ie 
d 
n | ‘ 
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denn 


Man führe ein 


und erhält 


Bei Beschränkung auf Glieder zweiter Ordnung liefert dies 


0 


3k 
=f (1 + +) +...) 
Es ist aber bis auf Größen zweiter Ordnung 
1 1 2 
+ 8) + G@(l—&) — 


0 o_ 
= 


mithin in Größen zweiter Ordnung genau 
122? a,° 
wo T,, die Umlaufszeit des Planeten gemäß dem dritten 
Keplerschen Gesetze 
io” = km 
eingesetzt wurde. Dies liefert das Fortschreiten des Perihels 
um 24? ay? 
e — 8°) 
pro Umlauf, die sogenannte Perihelbewegung, wie sie beson- 
ders am Merkur vermöge der großen Exzentrizität seiner Bahn 
und seiner großen Schnelligkeit tatsächlich beobachtet wurde.!) 
So ergibt sich aus der neuen Mechanik eine der auf- 
fallendsten Diskrepanzen der Newtonschen Mechanik, gegen 
die Erfahrung einfach als Effekt zweiter Ordnung, auf der- 


1) A. Einstein, Erklärung der Perihelbewegung des Merkur aus 
der allgemeinen Relativitätstheorie. Berl. Ber. p. 831. 1916. 


|| Kottler. 
: 2km 
— (w, + w, + = 1. 
Tt 
d 17 
= 
Mm |W, — u, 
Gra = dy (1 + + te) 
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selben Basis, auf der die Abhängigkeit der Masse von der 
Geschwindigkeit seinerzeit von Lorentz eingeführt und an 
der Erfahrung bestätigt wurde. 


14. Zahlenwerte. 
Zur Illustration folgen einige Zahlenwerte: 


Zentralkérper Planet (Trabant) km/e? in km mittlere Entfernung in km 
Sonne Merkur 1,4 5,7 + 107 
Enckescher Komet 1,4 4,97 107 *) 
Erde Mond 4,34 - 107 8,84 » 10° 
Mars Marsmond Phobos 4,48. 107? 9,34 +» 10° 

Man ersieht hieraus die allgemeine Kleinheit von km/c* 
gegen die vorkommenden Entfernungen, also die praktische 
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Bemerkenswert ist, daß der 
Enekesche Komet ebenfalls Perihelanomalien zeigt, wie dies 
zu erwarten steht, da die numerischen Verhältnisse ungefähr 
wie beim Merkur liegen. Die Astronomen deuten hier die 
Beobachtungen gewöhnlich anders, im Sinne einer Verfrühung 
des Perihels (Eneke, Olbers). Vermutlich liegt auch hier 
eine Perihelbewegung vor. 

Noch ein Wort über die vergeblichen Erklärungsversuche 
der Perihelbewegung aus der Theorie der retardierten Poten- 
tiale (Elementargesetze von Weber, Riemann, Lorentz, 
Gerber usw.): Da die Gravitation nichts mit Wellenaus- 
breitung zu tun hat, liegen diese Versuche in falscher Richtung, 
ebenso wie wenn man die Lorentzsche Massenveränderlichkeit 
auf retardierte Potentiale zurückführen wollte. Der Effekt 
ist wesentlich stationärer Natur. 


IV. Das allgemeine statische Feld, 


Der erste Punkt unseres Programmes ist gelöst: Die 
Planetenbewegung ist als kräftefreie Bewegung durch eine 
Abänderung des Trägheitsgesetzes gedeutet, die ihren Grund 
hat in der Beeinflussung von Raum- und Zeitmaßen durch 
die Anwesenheit eines Zentralkérpers. Es wäre demnach als 
nächster Punkt das allgemeine statische Feld zu analysieren. 
Dieses wird bekanntlich bei Newton durch die Poissonsche 
Differentialgleichung 

6? V 

1) Periheldistanz. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 
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beheırscht, wofür man auch die Gausssche Divergenz- 
beziehung 
0x 


oY 
dat 
schreiben kann. X YZ sind die Feldstärken der Gravitation. 
u ist die Dichte der schweren Masse Newtons. Wenn wir 
vorhin m ohne ‘weiteres als Konstante behandelt haben, so 
erfordert die Einführung von u eine Untersuchung, die wir 
hier anschließen. 


15. Der Newtonsche starre Körper und die sogenannte 
inkohärente Massenströmung. 
Die Minkowskische Mechanik führt alle Masse auf die 
Trägheit der Energie zurück. Sie setzt im einfachsten Falle 
der Ruhe 


P= 


wo e die ruhende Energiedichte ist. Treten Spannungen im 
Körper auf, so liefern diese gleichfalls einen Beitrag, z. B. 
für einen isotropen äußeren Druck p hätte man!) 

als träge Masse usw. Allgemein gesprochen, ersetzt sie die 
Newtonsche Masse durch den ganzen Tensor T,, i,x=1,2,3,4 
der Spannungen, des Impulses und der Energiedichte. 

Welches ist dieser Tensor in unserem Falle? Hierzu be- 

denke man, daß Newtons Grundidee der starre Körper ist. 
Im Falle der Ruhe fallen also alle elastischen Spannungen 
und der Impuls weg; es bleibt nur die Komponente T™), die 
Energiedichte, bestehen. Diesem starren Körper Newtons 
entspricht daher bei Minkowski der Tensor 


dau d 
=-ı7 i,k=1,2,8,4, 


Das Minuszeichen rührt davon her, daß wir äußeren Druck usw. 
als positiv rechnen und die Trägheitskräfte als negative Reak- 
tionskräfte ansehen. Die Spannungen, die dieser Tensor für 
den Fall der Bewegung aufweist, sind scheinbare Spannungen, 


1) In der Planckschen Fassung nimmt man den inneren Druck 


hn als Dichte der trägen Masse. 


. positiv und findet a 


- 
4: 
= 
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ebenso wie die Lorentzkontraktion eine scheinbare Deformation 
ist und nur vom zugrundegelegten Bezugssysteme abhängt. 
Die wirklichen elastischen Spannungen sind die Relativspan- 
nungen (Laue), die auf das einfachste mit den Ruhespannungen 
zusammenhängen. 

Nun, diese Relativspannungen und ebenso der Relativ- 
energiestrom verschwinden für den obigen Tensor und nur 
für diesen. Es handelt sich hier also um die relativistische 
Minkowskische Übertragung des Newtonschen Begriffes 
des Systems diskreter Massenpunkte, die ihre Abstände bis 
auf die Lorentzdeformation unverändert beibehalten. Keinerlei 
elastische Spannungen sind zwischen den Massenpunkten 
tätig. Man spricht daher auch von einer inkohärenten Massen- 
strömung. 

Ist nun dieser Standpunkt des starren Körpers Newtons 
in seiner Minkowskischen Übertragung bei der Betrachtung 
der schweren Materie gerechtfertigt? Keineswegs. 

Zuerst die fiktiven Ätherspannungen, die Gravitations- 
spannungen des äußeren Feldes. Diese fallen, wie wir sehen 
werden, aus den Bewegungsgleichungen aus, sie sind also 
keine elastischen Spannungen, und der Newtonsche Stand- 
punkt wäre gerechtfertigt. In der Tat verlangt die Form 
unseres Trägheitsgesetzes (die geodätischen Differentialglei- 
chungen) für den Massenpunkt, wie wir sehen werden, den 
Tensor der inkohärenten Massenströmung ($ 22). 

Dabei ist nun etwas vernachlässigt: nämlich das Eigen- 
feld des Massenpunktes. Dies tun wir ja gewöhnlich bei der 
Einbringung eines Probekörpers in ein äußeres Feld. Wollte 
man aber dieses Eigenfeld mitberücksichtigen, so ist sofort 
klar, daß es dann irgendwelcher Kohäsionsspannungen im 
Probekörper bedarf, um ihn entgegen der Wirkung des Eigen- 
feldes zusammenzuhalten. Diese Spannungen sind elastischer 
Natur, und es kann daher der inkohärente Tensor nicht -_— 
gelten (Näheres Kapitel VI). 

Wir werden aber diese Spannungen, die zweiter PER 
sind, im folgenden vernachlässigen und wollen als Tensor 
der Materie da, dar 


(ik) — 
ne ds 


ansetzen, d. E wir vernachlässigen bei der Betrachtung eines 
Volumelementes den Einfluß des Eigenfeldes. 
27° 
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Mithin haben wir eine erste Annäherung an den Newton- 
“schen Standpunkt vollzogen. Wir haben den starren Körper 
adoptiert. 

Aber noch sind Unterschiede zurückgeblieben, die ge- 
wissen Effekte zweiter Ordnung, durch die Minkowski und 
Newton sich unterscheiden. Wir wissen, daß Minkowski- 
sche und Newtonsche Mechanik sich exakt nur für den Fall 
der relativen Ruhe decken. 

Wenn wir also die Poissonsche Theorie exakt wieder- 
finden wollen, müssen wir die betrachtete Stelle der Materie 
als ruhend annehmen, Bei ihrer Kleinheit können wir dann 
auch die Einwirkung des Eigenfeldes vernachlässigen und | 
finden so noch einmal eine Rechtfertigung für die Annahme 
des starren Tensors. 

Wir gehen nun an diese Aufgabe, die das Analogon zu 
unserem Vorgange bei den Keplerschen Gesetzen ist, die 
wir ja auch exakt als Effekte erster Ordnung fanden. 


18. Das zugrundegelegte Bogengesetz und seine Extremalen, 


Das allgemeine statische Feld Newtons ist frei von ft 
und isotrop. Mithin haben wir 


8 


Hierin sind die 2, % 2; irgendwelche Lagrangesche. gene- 
ralisierte Koordinaten. Wenn das Bezugssystem berechtigt ist, 
so muß sein 


Is Is 0 Gy 


Is: Iss 0 Ay Az 
14 


(-d)=—a-c, 


Hierin sind die q,, die Koeffizienten von 
8 
ds? = dz,dz,= dx? + dy? +dz? 


dem dreidimensionalen Bogengesetze Newton-Lagranges, 
wie es z. B. im Ausdrucke der kinetischen Energie 
g dx, dz 
| 
= a, 


| 
a 
| 
; 
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bei Lagrange auftritt. w ist hierbei wieder s/c, die Newton- 
sche Zeit, da die Materie nach Voraussetzung ruht. 
Zufolge eben dieser Voraussetzung ist 
_ dm _ 
ds 
also 


(88) 
ds ds Iss\Gs} =~ Ia 
woraus 
1 


folgt. 


Die Extremalen liefern mit Benutzung dieses Wertes 
ds A= 1,2,3 


d dt 

(94 = 0. 
Die vierte Gleichung zeigt uns, daß die von uns angenommene 
Ruhe nicht zeitlich andauern kann, da sie mit dem obigen 
Werte von dt/ds nicht verträglich ist. Wir müssen uns daher 
auf den speziellen Fall der momentanen Ruhe beschränken 
und deuten dies an, indem wir die Koordinaten stricheln. 
Ein soleher spezieller Fall der momentanen Ruhe im Schwere- 
felde ist z. B. der Umk:hrpunkt eines aufwärts geworfenen 
Steines. 

Wir haben also die drei Gleichungen, bei Einführung 


8 
vnu=— 


‚dx, 
9; 2) + = =1,2,3. 


“ du 


Bei Durchfihrung der Differentiation und Berücksichtigung 
von 

dz,’ 

kommt 


1 0 


Sg, 1,2 
du r72 3%” i= , 3. 


Die Auflösung dieser drei Gleichingen nach den drei Un- 
bekannten liefert 
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d? x,’ rau) e? 
+729 A 1,2,8. 


du? 
Hierin sind die g@” die zu g,, adjungierten Unterdeterminanten 
von 9, gebrochen durch g. 


In Newtonscher Ausdrucksweise haben wir mithin für 
die Feldstärke der Gravitation die Komponenten 


2 


17. Anwendung der Poissonschen Gleichung. 


Wir können jetzt die Poissonsche Gleichung anwenden, 
denn die unmittelbare Umgebung der betrachteten Stelle der 
Materie ruht. Zu berücksichtigen ist hierbei, daß wir mit 
Gauss die Divergenz der Feldstärke zu bilden haben, jedoch 
in generalisierten Koordinaten. Man findet für solehe Koordi- 
naten, für die also 


dz, dz, 
k,u=1 


leicht die transformierte Form der Divergenzbeziehung für 
einen wie es die ist. Es 


div X= + 2 (Vax®) + 2, Wax). 


Dies angewendet, ergibt — (8) 


div X’ = — (> 
= —Anku. 
Hier kann man zufolge der Invarianzbeziehung g’ = —a’c? 


substituieren und hat schließlich, indem man noch u = 3 setzt 


8 8 D 

1 1 Og 09 4 

ba = ( 2 é +5 62, day 


4nk 
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18. Einführung der Differentialinvariantentheorie. 


Bevor wir weitergehen, bedarf es der Einführung einer 
neuen Vektoranalysis. 

In der alten Mechanik verwendet man dreidimensionale 
Vektoren, d.h. Größen, denen unabhängig von den Koordi- 
naten für die 


=>, dx, dz, = dx? + dy? + dz? 


sei, eine Bedeutung zukommt. Ein solcher Vektor war z. B. 
die Kraft 


vorhin; wie immer wir auch die Koordinaten definieren, ob 
sie kartesische oder generalisierte seien, immer repräsentiert 
X%X®@ X® dieselbe Strecke nach Richtung und Größe. Man 
sagt: X muß sich wie die Koordinatendifferentiale trans- 
formieren. Also in neuen Koordinaten x,’ 2,’ 2,’ hat man 


X = usw. 
Nur Vektoren (Tensoren) haben eine physikalische Bedeutung, 
unabhängig vom Koordinatensystem. 
Minkowski hat vierdimensionale Vektoren eingeführt. 
Bei ihm sind ja Raum und Zeit in einer Art Union verbunden, 
für die ebenfalls ein 


— ds? -> 1,02, dz, — = da? + dy? + dz? 


gilt. Dieses Gesetz sagt aus, daß nur solche Koordinaten- 
transformationen zulässig sind, die das ds? erhalten. Hierbei 
sind außer den gewöhnlichen Raumtransformationen auch 
Raumzeittransformationen zugelassen, deren physikalische Be- 
deutung eine kinematische ist, nämlich des Übergangs zu 
einem relativ gleichformig bewegten System (Lorentztrans- 
formation). 

Was bedeutet nun diese Erhaltung des ds?? Offenbar 
die Beibehaltung des grundlegenden Trägheitsgesetzes und 
der damit zusammenhängenden Lichtausbreitungsgesetze bei 
allen irgendwie möglichen Auffassungen von Raum, Zeit und 
Bewegungszustand. 
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In diesem Sinne ist diese Kovarianz auch für das ver- 
allgemeinerte ds? zu fordern. Denn das Trägheitsgesetz ist 
das Fundament aller Mechanik und Physik, auf dem erst das 
übrige Gebäude errichtet wird. Die Unverrückbarkeit dieses 
Fundamentes, das eben ist die allgemeine Einsteinsche Ko- 
varianz. 

Diese Kovarianz führt auf die Eınführung der Differential- 
invarianten. Ein Vektor AU A® A® A® ist dann beim Uber- 
gang zu neuen Koordinaten x’ charakterisiert durch die Be- 
ziehungen 

=> 40 i= 1,2,3,4 
(Kontravariante 1. Ordnung). Analog definiert man Kontra- 
und Kovarianten höherer Ordnung. 

Die Veränderlichkeit der Maßstäbe von Punkt zu Punkt 
bringt es mit sich, daß die Komponenten eines Vektors sich 
ändern, erstens infolge der Änderung des Vektors selbst, 
zweitens infolge der Veränderung der Maßstäbe. Nur die 
erste Änderung ist offenbar vektorieller Natur. In den Diffe- 
rentialquotienten 9 A/dx stecken aber beide; die letztere muß 
daher eliminiert werden. Dies geschieht mit Hilfe einer neuen 
Art Differentialreehnung, dem absoluten Differentialkalkül 
von Ricci und Levi-Civita, der den gewöhnlichen Diffe- 
rentialquotienten Zusatzglieder anfügt, die von der Veränder- 
lichkeit der Maßstäbe herrühren. Sie enthalten die sogenannten 
Dreiindizessymbole Christoffels zweiter Art, nämlich 


(h (hj) z 
Sie selbst sind nicht vektoriell, wohl aber sind es die aus 
ihnen gebildeien zweiter Art 


ro} 
Ou, 6 a, 
Insbesondere sind die von Einstein hieraus gebildeten Größen 3) 
1) A. Einstein, Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie. 


Ann. d. Phys. 49. p. 769. 1916, wo man Näheres über den absoluten 
Kalkül findet. Einstein bezeichnet K,; mit — B,;. 


424 
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4 
Ki Ing, iq) 
Kovarianten zweiter Ordnung. 


19. Anwendung. 
Wir berechnen für ein Bogenelement 


3 
ds? = 2,2,)dz, dz, — 232) 


den Wert von 


Ku -> {49 4 


wofür man zufolge der Eigenschaften der Vierindizessymbole 
auch schreiben kann 


Oxi 


“Ou 


Es ist (man hat ja —g,, als Koeffizienten zu nehmen) 
44 1 69 
uk ») 


1 
Im’ 


1 0% 
+ — (Ap) _ 24 , 


Wenn wir damit die Poissonsche Gleichung (9) vergleichen, 
so ist die linke Seite genau — K,,’, mithin 


4nk 
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Bedenken wir noch, daB der Tensor des starren Körpers 
Ten = — 


sich in unserem speziellen Falle auf das eine Glied 


Gas 
reduziert, also 


= — 
ist, so haben wir gefunden 


(9a) = 
Hierin ist gesetzt 


20. Ableitung der Einsteinschen Gleichungen aus der 
Poissonschen Gleichung. 

Die Beziehung (9a) ist der kovariante Ausdruck der 
Poissonschen Gleichung für den speziellen Fall, daß der 
Tensor der Materie den Newtonschen starren Körper ent- 
spricht, sich also im Falle der Ruhe auf das einzige von Null 
verschiedene Glied 7’@4) reduziert. Diese Eigenschaft des Ten- 


sors kann auch ee zum Ausdruck gebracht werden, 


Sei 
da d 


denn es besteht die Beziehung 
4 
—ds? = 
i,k=1 
so ist 
= — 5. 7. - Tan Au=1,28. 
4 
Mithin wird 
i ik) i du dx 
SCH = — + Tun — )e 
ein Tensor, dessen Komponente im Falle der Ruhe verschwindet 
(es ist ja g4) = — 1/g,,). 
Kehren wir zur kovarianten Form der Poissonschen 
Gleiehung 


(9a) Kf =— 


as as 

x 

. x= . 
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zurück. Diese Form ist, da wir ein berechtigtes Bezugssystem 
haben und die Materie ruht, mithin die Effekte zweiter Ord- 
nung wegfallen, die exakte Form, genau so wie wir die exakte 
Form der Keplerschen Gleichungen bei Weglassung der 
Effekte zweiter Ordnung fanden. 

Welches ist nun aber die Form der Poissonschen Glei- 
chung bzw. der ihr entsprechenden Relationen, wenn die 
Materie nicht ruht? Die Beziehung (9a) ist ja offenbar speziali- 
siert für ein Koordinatensystem mit einer besonderen Orien- 
tierung der Zeitkoordinate x’, eben für Ruhe. Gehen wir 
zu einem anderen Bezugssystem über, etwa den ungestrichelten x, 
so erhalten wir 

Oth Oxi x Oxi 
denn die Relation (9a) muß ja vektoriell sein. Da nun dieses 
ungestrichelte Bezugssystem, in welchem die Materie nicht 
mehr ruht, willkürlich ist, insofern die absolute Translations- 
geschwindigkeit der Materie willkürlich ist, so folgt, daß 
x Oa, Ox; 

unabhängig von den Werten 02/02’, befriedigt sein muß, 
wofern nur die Nebenbedingung berücksichtigt wird 

4 

> Si GE Oz; 0 
hi 


Ox, 


die für den Tensor T,, besteht. Das heißt aber 
(9b) Bui =— Ai=1,2,3,4 


wo A eine noch zu bestimmende Konstante (Lagrangescher 
Multiplikator) ist. 


21. Bestimmung des Multiplikators aus dem Impuls- 
energiesatz. 


Analog wie die Größe T gibt es auch eine Größe 
K= Ky; 
h 
Man definiert nun mit deren Hilfe folgende Größen 
G,; = 49,;% — Ku h,i = 1,2, 8, 4. 


ir 
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Ausgeschrieben lauten diese 


4 
Gis = / 20 Kin 


Hierbei ist 
= > { hp, ip} = > 9? pig) 


worin 


02,0% 2,0%, 


+2 
das Vierindizessymbol erster Art (Riemannsymbol) ist, das 


bekanntlich durchwegs im euklidischen Raume verschwinden 
muß. 


Diese Riemannsymbole haben gewisse symmetrische und 
zyklische Eigenschaften; so ist beispielsweise die Relation 
Kyu = Kian 
eine Folge derselben. Eine uns hier interessierende Relation 
ist die folgende 
(h i, k Dm + (h i, Im). + (h i, m k)y, =0. 
Hierin bedeutet 


den kovarianten von (hi, kl) nach z,. 
Aus dieser Relation leitet man leicht ab, daB die wichtige 
Identitat 


4 
(10) >I" = 0 

r,s=1 
besteht. Diese Identität hat die Form der Tensordivergenz, 
die den Impulsenergiesatz charakterisiert. Nämlich, es lautete 
dieser bei Minkowski z. B. für einen Tensor T;, 


+ dr, Im, =0 usw. 
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Hier treten an Stelle der gewöhnlichen Differentialquotienten 
kovariante Differentiationen, so daß die Form der Tensor- 
divergenz jetzt 
4 
> rie i= 1,2,3,4 
r, 


wird. Hierfür kann man bei Einführung des kontravarianten 
Tensors 


4 
Ti k) — gem) Tem) 


auch schreiben : 
7,0 + 7,09 + 7,09 +7, 
wobei z. B. 


aray 
(r2) (ir) 
bedeutet. 
Der Impulsenergiesatz, d.h die Beziehung 


4 


S 9 = 0 i= 1,2,3,4 


r,e=1 
die der vollständige Tensor der Materie befriedigt, ist bekannt- 
lich das Seitenstück der Minkowskischen Mechanik zu den 
Newtonschen Bewegungsgleichungen oder, besser gesagt, 


den Bewegungsgleichungen der Cauchy-Poissonschen Elasti- 
zitätstheorie. Ist nun unser Tensor 


i dx da 
“ads ds 
ein vollständiger Tensor? Keineswegs. Wir wissen bereits, 
daß im Schwerefeld elastische Spannungen auftreten, während 
der obige Tensor nur scheinbare Lorentzspannungen enthält. 
Aber wir wissen auch, daß wir berechtigt waren, bei der Ab- 
leitung der Poissonschen Gleichung (9a) von diesen Span- 
nungen abzusehen. Die Form des Endresultates (9b) wird 
‘durch diese Vernachlässigung nicht berührt, nur müssen wir 
jetzt unter T einen vervollständigten Tensor verstehen, der 
also die Relationen des Impulsenergiesatzes 


(11) D9 Line = 0 i= 1,2,3,4 
erfüllt, 


| 
| 
4 
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Ist dies der Fall, dann haben wir in (10) und (11) das 
Mittel zur Bestimmung der Konstanten. 
Hierzu schreiben wir (9b) in der Form: 


= (- + 2) — - 
Hieraus folgt 


also 


24 


oder 
24 
Vermöge (10) und (11) befriedigt die rechte Seite identisch 
eine Relation von der Form des Impulsenergiesatzes. Dies 
ergibt für die linke Seite die Bedingung 
1 2i 
6 ai) Kn=0, 

Das ist aber nur möglich, wenn 

1 2h 

0, 


oder 

A=— 
woraus folgt 
(9e) Gu=xTu- 


Dies ist die endgültige Form der Relationen, deren Spezial- 
fall die Poissonsche Gleichung ist. Hierbei bedeutet 
k 


22. Diskussion der Einsteinschen Gleichungen. 


Die gefundenen Einsteinschen Gleichungen (9c) gelten 
vermöge ihrer Ableitung nur für ein Poissonsches, d.h. 
statisches Schwerefeld; aber wir haben ja voraussetzungs- 
gemäß unsere Betrachtungen auf stationäre Felder beschränkt. 
Die Gravitation sollte durchaus stationären Charakter haben. 
Wollten wir Wellen zulassen, so ist zumindest zu bezweifeln, 
ob die Gleichungen (9c) ausreichen. 


| (—}-sa)z, 

A 

|| 
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Indem wir die Beschränkung auf stationäre Felder aufrecht- 
erhalten, gehen wir zur Diskussion der Gleichungen über. Zu- 
nächst stellen wir fest, daß die G,; scheinbare, aber auch nur 
scheinbare „Gravitationsspannungen“, nämlich jene fiktiven 
Ätherspannungen darstellen.!) Denn aus dem Impulsenergie- 
satz fallen sie aus, wie man sofort sieht, indem man von beiden 
Seiten die Tensordivergenz nimmt 


Girjs i= 1, 2, 3, 4. 


Die linke Seite ist identisch Null. So erhält der Impulsenergie- 
satz die Form S = 0 
r,8=1 

in der das Gravitationsfeld nur durch seinen Einfluß auf die 
Maßstäbe mitwirkt. Die Voraussage von $ 6 ist also erfüllt: 
Es gibt keine -Wechselwirkung zwischen Gravitation und 
anderen Energien. Die Bewegung im Schwerefelde, und nur 
diese, ist rein konservativ (T,, = 0). 

Daß (von der Eigengravitation abgesehen) im Probe- 
körper, mit dem wir das Feld untersuchen, keinerlei elastische 
Spannungen herrschen, also der inkohärente Tensor gilt, läßt 
sich auch so zeigen: 

Es gilt das Trägheitsgesetz, d. h. 


dz, dim 
= 


ds ds 
Das ist völlig identisch mit der Aussage 


S Tin = i= 1,2,3,4, 
k=1 
ds ds 


-- #3 tm) ‘| 


ds 


1) Einstein definiert als iscsiiniatehbebieiiceatae andere Größen, 
die nicht kovariant sird; vgl. z.B. A. Einstein, Uber Gravitations - 
wellen, Berl. Ber. 1918, p. 154. 


s ds 
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Der Klammerausdruck der ersten Zeile ist aber nichts 
anderes als die Kontinuitätsgleichung, welche aussagt, daß 
Materie nicht plötzlich verschwinden oder entstehen kann, 
Denn 


Div (« a) + & =0, 


Daher bleibt nur die zweite Zeile, die man offenbar schreiben 


kann: 4 
kp\ da, dx 
womit der Beweis erbracht ist. 

Die Voraussetzung war freilich, daß das Eigenfeld des 
Probekörpers oder bei räumlich ausgedehnter Materie, das 
Eigenfeld der betrachteten Stelle der Materie vernachlässigt 
werden kann. Sonst treten, wie wir sehen werden, elastische — 
Spannungen hinzu, die zur Kompensation des Eigenfeldes 
nötig sind. Das bedeutet nun keineswegs, daß dieses Außen- 
feld nieht mehr konservativ ist. Sondern es ist dies bloß eine 
Berücksichtigung der Kohäsion der Materie. Die Rechnung 
muß ergeben, daß auch bei Berücksichtigung der Störung 
durch das Eigenfeld des Probekörpers alles so verläuft, als 


ob der Tensor & a ‚nur mit geändertem «, für den Probe- 
körper zugrunde liegt. . 


V. Das Innere der Materie. 

Um nun einen Einblick in die erwähnten Spannungen 
im Inneren der Materie zu gewinnen, wenden wir uns im 
folgenden der Betrachtung einer isolierten homogenen Massen- 
kugel zu, die im Gleichgewichte sein soll. 


23. Das Außenfeld der homogenen ruhenden Kugel. 


Für das Außenfeld dieser Kugel finden wir den bekannten 
Satz der Newtonschen Theorie wieder: Die homogene Kugel 
wirkt nach außen wie ein Massenpunkt im Zentrum mit der 
vereinigten Masse der Kugel. 

Seien nämlich wieder wie in $14 r,d,@ Polarkoordi- 
naten, dann wird wegen der allseitigen Symmetrie sowohl im 
Inneren als im Äußeren das Bogengesetz gelten müssen 


4) —d?=g(r)dr +r?d9? + r*8in? — g,(r)dt*. 


5 | 


is 


n 
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Wir wollen vorläufig unsere Grundbedingung 


außer acht lassen: wir werden sie aus den Differentialgleichungen 
wieder finden. 
Unsere Differentialgleichungen lauten nunmehr 
Gy = , 
also im AuBenraume 
Gui = 0 . 


Es ist bequemer, die „gemisch “ Form zu verwenden, das ist 
4 
EM => 9% 
ji 
Man findet!) 
_ % 9291 
29° r 299 291% + 499° 
= 
1 1 3 
Pp (1- ~) 
Alle anderen G{==0. Dabei sind die bekannten vier Identi- 
täten (10) erfüllt, woraus folgt, daß z. B. G,® als eine lineare 
Kombination von G,® und G,® bzw. deren Derivierten dar- 
gestellt werden kann. 
Aus den unabhängigen Relationen - 


die außerhalb der Kugel gelten müssen, folgt daher zunächst 
1 const 

9ı r 
Wir schreiben für die Konstante, die beim Massenpunkte 
den Wert 


hatte, 


1) Der Akzent bedeutet hier und im folgenden die Derivierte nach r. 
Annalen der Physik. IV. Folge, 56, 28 
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Hier ist a der (Newtonsche) Radius der Kugel, R eine Größe 
die später erklärt werden wird. Mithin 


Dann folgt 
9, = const 1-54) . 


Wenn im unendlich Fernen g, den Wert c? haben soll, wie 
es selbstverständlich ist, haben wir 


1 
Wir haben mithin das Gesetz 
=e 
wiedergefunden und außerdem den eingangs erwähnten New ton- 


schen Lehrsatz: Eine homogene Kugel wirkt nach außen wie 
die vereinigte Masse im Mittelpunkte. 


Denn wir haben genau die Form (6) des Massenpunktes 


dr? + rd + r*sin? Fd gy? 


1 2 


24. Das Feld im Inneren der homogenen Kugel. 


Beim Übergang zum Inneren der Kugel müssen wir zu- 
nächst den Tensor T untersuchen. Voraussetzung ist hierbei, 


daß die Kugel ruht. Dann nimmt unser Tensor — & en 


ds ds 
die Form an 


I 


Hiervon ist leicht zu zeigen, daß der Impulsenergiesatz nicht 
erfüllt ist, wie auch selbstverständlich, da zufolge (4) die 
Eigengravitation existiert, die nicht kompensiert ist. 

Zu ihrer Kompensation ist also eine Erweiterung des 
Tensors durch elastische Spannungen erforderlich. Wir nehmen 
den einfachsten Fall eines isotropen, äußeren Druckes, p, 
welcher hierbei eine Funktion von r sein kann. Dann wissen 


9 

für unser 
| 

= 
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wir aus der Planck-Minkowskischen Mechanik, daß sich 
die Masse des betrachteten Körpers um den äußeren Druck 
vermindert. Nämlich die Dichte der Masse ist jetzt nicht 
mehr 

sondern 

Wir schreiben den gemischten Tensor daher in der Form 

7,0 = 7,9 = 7,8 = p 

Der Impulsenergiesatz liefert nunmehr die Relation 

(12) p- 29, 47 =0. 


Dies erinnert an die Gleichgewichtsbedingung der Hydro- 
dynamik, wobei 
ing, 


die Rolle des Potentials der auf die Masseneinheit bezogenen 
Kräfte, 7 die Dichte repräsentiert. 


Wir entnehmen hieraus, daß das Feld im Inneren von g, 
beherrscht wird. 


Ferner haben wir die Gleichungen 


1 1 
[ 


| 


Hier ist 
so daß wir 
8 


»(n+p)=xe = const = 


schreiben können, d. h. wir setzen die Kugel als homogen 
voraus. Die Konstante 1/R* wird sofort erklärt werden. 
Nunmehr kommt 


Da r =0 im Integrationsgebiete, folgt aus der Endliehkeit 
von g,, daß sein muß: const=0, also 
1 
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Dies erreicht für r =a den Wert 


1 
(a = 
während im Außenraume 
1 


denselben Wert 
1 


a = 

liefert. Wir haben mithin, wie es sich von selbst versteht, 
stetigen Anschluß der Werte g, im Außen- und Innenraume, 
nicht aber der Werte dg,/dr im Außen- und Innenraume, 
Die Stetigkeit der ersten Derivierten ist für g, keineswegs zu 
postulieren, was ja auch daraus hervorgeht, daß das einzige 
Argument hierfür die Stetigkeit des Feldes wäre, was nicht 
zutrifft, da für das Feld, wie wir vorhin sahen, nur g, maß- 
gebend ist. 

Verweilen wir einen Augenblick bei der Gestalt von g.. 
Der raumartige Teil von (4) ist 

1 
d3? = Toe + + r?sin® g? 
Man ersieht mit Hilfe der Transformation 
r=Rsino, 
daB dies auf die Form 
= R?do?+ R* sin? od + R* sin? sin? Fd gy? 
gebracht werden kann. Dies ist aber die bekannte Form des 
Bogens für den sphärischen Raum. Man kann also ‘sagen: 
‘ Der Einfluß der Eigengravitation auf die räumliche Maß- 
bestimmung innerhalb der Kugel beruht in dem Ersatz der 
euklidischen Geometrie durch die elliptische Geometrie. Der 
Krümmungsradius R ist dabei folgendermaßen gegeben: Für 
den Außenraum wirkt unsere Kugel wie ein Massenpunkt mit 
der Newtonschen Masse m 
a’ 
Denn wir haben ja bei Newton 

~ 


i 
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also 


So rechtfertigen wir nachträglich die Wahl unserer Kon- 
stanten für das Außenfeld. 

Das Eintreten der elliptischen Geometrie mit einem 
Krümmungsmaße 

1 2km 

ee 
(also in zweiter Ordnung) hat nun fiir die Gravitationstheorie 
die Beseitigung einer bekannten Schwierigkeit zur Folge.) 
Nämlich es folgt hieraus, wenn dieses Resultat auf die gesamte 
Welt ausgedehnt wird, die Begrenztheit der Gesamtmasse der 
Welt. Bei unbegrenzter Erstreckung ins Unendliche würde 
die „Kohäsion‘“ des Newtonschen Massensystems unverständ- 
lich (Seeliger 1896). 


25. Die Grenzbedingungen. 


Zur weiteren Integration, also Ermittlung von g,, bedarf 
es der Angabe der Grenzbedingungen fiir das Feld. Denn 
dieses ist von g, bzw. g, abhängig. 

Erste Annahme: Stetiger Ubergang von p (Schwarzschild). 

Wir machen mit Schwarzschild?) zunächst die An- 
nahme des stetigen Uberganges des Feldes. Also muß 9,’ 
stetig übergehen und p =O in der Grenzfläche r =a sein. 
Man findet: 
f 1 
n= 

3 Vı-r/R-YVı-a!/R 
~ Rk 

6 V 1 — 
Rk gyi-ak -Vı- 


p= 
(13a) 


{= 


1) A. Einstein, Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen 
Relativitätstheorie. Berl. Ber. p. 142. 1917. 

2) K. Schwarzschild, Über das Gravitationsfeld einer Kugel 
aus inkompressibler Flüssigkeit nach der Einsteinschen Theorie. Berl. 
Ber. p. 424. 1916. : 


[3 
8 
3 
r 
T 
r 
t 
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p ist negativ, also Zugspannung. Dies entspricht nämlich 
dem Umstande, daß die Lichtgeschwindigkeit Yg, (Schwarz- 
sehild nimmt irrtümlich hierfür 1/Y 9,) gegen das Zentrum zu 
sinkt, d. h. Anziehung zum Zentrum als Folge der Eigen- 
gravitation auftritt. Diese wird durch den erwähnten Zug 
kompensiert. Das Feld ist verhältnismäßig schwächer als im 
Außenraume. 
Zweite Annahme: Konstanz von p (Einstein, Schrödinger). 

Wir machen nun mit Einstein |. c., indem wir das dortige 

Zusatzglied zu den Feldgleichungen 4 g,, 
Gy, — 29, = 
mit Sehrödinger!) in den Tensor T;, hinüberziehen, also 
als isotropen Druck deuten, die Annahme unstetigen Uber- 
ganges, dafür 
p = const. 

Dann liefert der Impulsenergiesatz (12) 
96 


-n=0 
2," 


die Beziehung 
J, = const, 


sofern nieht 7 =0, was wir vorläufig ausschließen. 
Es kommt 
1 
I 
2 
das von Einstein 1. ¢. gegebene Lösungssystem. Dag, = const, 
herrscht im Inneren diesmal kein Feld. 
Dritte Annahme: n =0. Masse der isolierten Kugel Null. 
Wir betrachten den bisher ausgeschlossenen Fall 
=0. 
Dies bedeutet, daß die Dichte der gesamten Trägheit der Kugel 


1) E. Schrédinger, Uber ein Lésungssystem der allgemein ko- 
varianten Gravitationsgleichungen. Physik. Zeitschr. 19. p. 20. 1918. 
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Null ist. Dies ist aber ein bekanntes Postulat der Relativitäts- 
theorie. Die Trägheit ist ja definiert als Widerstand gegen 
eine äußere Kraft. Bei einem abgeschlossenen System, wie 
es unsere Kugel ist, liegt keine solche Kraft vor. Es muß 
daher auch dieser Widerstand verschwinden. 

Die Lösung n =0 ist also gerade diejenige, die durch 
die Relativitätstheorie für ein abgeschlossenes System ge- 
fordert wird. Bei Minkowski war dieses Postulat nicht er- 
füllt, da dort noch der Newtonsche Gesichtspunkt der Ab- 
straktion von der Gravitation festgehalten wurde. Infolge- 
dessen war Minkowskis System kein abgeschlossenes. Erst 
mit Berücksichtigung der Eigengravitation ist das System 
ein abgeschlossenes, und dann muß die Dichte der gesamten 
Trägheit 7 =0 sein. 

Wir erhalten 


oe 1 
n= 


I e? (1 r?/R?), 


(18 ¢) 4 


y 
Wir bemerken, daß wieder die Beziehung 
hj =? 

erfüllt ist. D. h. wir haben ein berechtigtes Bezugssystem 
in Polarkoordinaten. Davon hätten wir umgekehrt ausgehen 
können und hätten so (18c) gefunden. 

Für das Fernere verwerfen wir demgemäß die Schwarz- 
schildsche Lösung (13a) und die Einsteinsche Lösung (13b). 


26. Diskussion der gewählten Lösung. — Einiges aus der 
Theorie der Materie. 


Wir bemerken, daß die Liehtgeschwindigkeit im Innen- 
raume r? 
(1 


ist. D. h. sie nimmt von innen nach außen ab. 
Im Außenraume nimmt sie, da 


ist, wieder zu. Und zwar ist im Mittelpunkte r =0 
(Jao = 


h 
u 
g 
30 
r- - 
gel (1 R, 


440 F. Kottler. 


Ebenso im Unendlichen r = oo 


= e. 


Dazwischen liegt das Minimum an der Grenzfläche r =a, 


2 
(94. = (1 =) 
Der Ubergang erfolgt unstetig in den ersten Derivierten. 


dr jr=a-—0 

dr Jr=a+0 

Das Feld ist also innen doppelt so stark als außen und über- 
dies entgegengesetzt gerichtet. Wir haben eine Abstoßung 
vom Zentrum. (Dementsprechend ist p>0. Das heißt, wir 
haben Kohäsionsdruck.) 

Dieses paradoxe Resultat ist nun gerade dasjenige, das 
eine bekannte Schwierigkeit der Gravitation aufhebt. Näm- 
lich es hat bereits‘ Maxwell darauf hingewiesen, daß die 
Ätherhypothese in der Gravitation auf Schwierigkeiten stößt, 
wenn die Gravitationskräfte durchaus auf nziehung beruhen. 
Die statische Äthertheorie muß nämlich von einer Deformation 
des Äthers ausgehen, wie wir dies ja getan haben. Die De- 
formationsenergie ist dann die Gravitationsenergie. Das heißt 
aber, die Gesamtenergie des Äthers muß zunehmen, wenn 
Materie eingebracht wird. Denn das Minimum der Energie 
entspricht dem stabilen Gleichgewichte, als welches doch 
offenbar der materielose Zustand zu gelten hat. Bei reinen 
Attraktionskräften ist das nun nicht der Fall. Die Energie 
wird im Gegenteil (durch das negative Vorzeichen der Attrak- 
tion) kleiner als im materielosen Zustande. Wenn man sie also 
nicht mit einer unendlich großen positiven Konstanten be- 
schweren will, was dem Endlichkeitsaxiom unserer Welt- 
anschauung widersprechen würde, bleibt nichts anderes übrig, 
als die Annahme, daß der materiefreie Äther nicht im stabilen 
Gleichgewicht wäre.!) 

Hier treten nun im Inneren abstoßende Kräfte auf. 
Hierdurch wird der Beitrag zur Energiediehte positiv. Die 
Energiedichte des Äthers müßte freilich erst definiert werden. 


1) Vgl. W. Ritz, Die Gravitation, Scientia 5. p. 241. 1909. 
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Die fiktiven Spannungen wurden hierfür G, nahegelegt. Dem 
widerspricht deren Verschwinden im Außenraume, da doch 
nicht gut angenommen werden kann, daß dort keine Defor- 
mationsenergie herrscht. 

Wenn wir auch die Ätherhypothese nieht weiter ver- 
folgen, so behalten wir doch die Tatsache, daß die Stabilität 
der Materie gerade diese Umkehrung der Feldrichtung zu 
verlangen scheint. Es ist dies nämlich nichts anderes als 
das alte Dogma von der Undurchdringlichkeit der Materie 
cum grano salis genommen. 


27. Schwere und träge Masse. 


Wir sagten vorhin, daß p einen Kohäsionsdruck vorstelle. 
Es ist 


p = = u 
Woher kommt dieser Kohäsionsdruck? Und wie kommt es, 
daB wir dem Massenpunkt im Schwerefelde gleichwohl den 
Tensor 


dx da 
ds ds 


zuschreiben durften, ohne die Veränderung der Trägheit durch 
die inneren Spannungen in Rechnung zu ziehen ? 


Dies letztere zuerst rechtfertigend, weisen wir darauf hin, 
daß 


3 
P=,R 
ist, also vernachlässigt werden kann mit 1/R?, d. h. der 
Einwirkung des Eigenfeldes auf die Umgebung. Nur zur 
Kompensation des Eigenfeldes wurde ja der Kohäsionsdruck 
benötigt. 
Aber genau genommen ist er immer da; er ist nämlich 
unlösbar mit schwerer Masse verknüpft. Denn 
p=ue. 
Sowie wir dem Massenpunkt eine Masse zuerkennen, haben 
wir gemäß obiger Relation den unzertrennlichen Begleiter p. 
Hiermit erkennen wir, daß der Kohäsionsdruck auf nichts 
weiter zurückgeführt werden kann, daß er als eine primäre 
Tatsache ebenso wie die Masse aufgefaßt werden muß. 
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Wie sich, exakt gesprochen, Eigenfeld und äußeres Feld 
superponieren, so daß dann angenähert 


du da 
ds ds 


für den Massenpunkt gelten wird, muß die Rechnung zeigen, 
die aber sehr kompliziert ausfällt, selbst wenn man das ein- 
fachste äußere Feld, das homogene Feld, nimmt. 


Nehmen wir immerhin jetzt 1/R* als zu vernachlässigend 
an, so verbleibt der Tensor 


und es zeigt sich, daß 


die Rolle der schweren Massendichte spielt und gleichzeitig 
die der Trägheitsdichte. Bei der Betrachtung der Bewegung 
im Schwerefelde fällt e in den geodätischen Differential- 
gleichungen überhaupt aus. Die alte Galileische Erfahrung 
von der uniformen Fallbeschleunigung ist gerechtfertigt. 

Kommt eine äußere Kraft hinzu, so spielt e/c? die Rolle 
der Trigheitsdichte. Warum ist hier die Trägheit nicht Null 
wie vorhin ? 

Für ein abgeschlossenes System hatten wir die Gesamt- 
trägheit Null. Ist das System nicht abgeschlosen, so können 
wir die Eigengravitation entweder vernachlässigen — dann 
haben wir einfach e/c? als träge Dichte — oder mitberück- 
sichtigen. Im letzteren Falle ist nun der Impulsenergiesatz 
nieht mehr für Ruhe erfüllt, es kommen vielmehr die von den 


dx, dx, da, 


ds ds ds 


herrührenden Trägheitsglieder hinzu. Diese liefern einen Bei- 
trag zur Trägheit, und der Koeffizient e/c? der Beschleunigung 
gilt als träge Masse im Newtonschen Sinne. Der Einfluß 
des Kohäsionsdruckes, der sich gegen die Eigengravitation 
hebt, fällt aus. Darum macht sich anders als in der Planck- 
Minkowskischen Dynamik der Kohäsionsdruck nicht im Ge- 
samtresultat geltend. 


= 

| 
dx, da 

N ds ds 

a 
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28. Die Massenschale. 


Wir schlieBen dieses Kapitel mit einer Betrachtung der 
Massenschale. Es sei nämlich die homogene Massendichte 


| 
nieht mehr über die Vollkugel 
0O=r=a 
ausgebreitet, sondern nur über die Schale, 
O<bzr=Sa. 


Der einzige Unterschied gegen früher ist, daß jetzt in der 
Materie 


bSrSa 


genommen werden kann. Für den Innenraum 0=r=b 
haben wir 


und hier muß wieder die Konstante verschwinden; also 
Andererseits ist 


fürrasr<o, 


da aber jetzt 
= = = (a? — 23), 
folgt bei stetigem Anschluß der g,-Werte fürr =b baw. r =a 


wieder 


womit die analogen Schlußfolgerungen wie vorhin auftreten. 
Die Lösung ist jetzt, wie man leicht findet: 


fir0=rsd, 


Wir haben also das wichtige Resultat: 
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Im Inneren einer ruhenden Massenschale herrscht kein 
Feld. Es gilt Minkowskische Mechanik. 

Auch dies ist ein bekannter Satz der Newtonschen 
Theorie, der also auch in der neuen Theorie gilt. 


29. Die Leithypothese g=- e? für kartesische Koordinate. 

Wieder finden wir durchgehend, wie es für berechtigte 
Polarkoordinaten sein muß, 

g = — r*sin® c? 
erfüllt. Schwarzschilds und Einsteins Lösungen (13a) 
bzw. (13b) sind hingegen nicht berechtigt. 

Halten wir dem entgegen, wo wir die Leithypothese be- 
stätigt fanden: 

1. In der Ableitung der Keplerschen Gesetze. 

: 2. In der Ableitung der Poissonschen Gleichung. 
8. In der Gesamttrigheit der isolierten Masse, die Null 
| sein muß. 

4. In der repulsiven Wirkung der Gravitation im Inneren 
der Materie, welche durch die Stabilität und die Undurch- 
dringlichkeit gefordert wird. Es erscheint mithin, daß diese 
Leithypothese, welche nichts anderes ist als eine andere Form 
für das, was seinerzeit das Postulat der Konstanz der Licht- 
geschwindigkeit bei Minkowski war, genügend ihre Berech- 


tigung dargetan hat, insbesondere indem sie die Frage der 
Grenzbedingungen löst. 


VI. Die kinematisehen Sonderfülle des neuen Triigheitsgesetzes. 


Wir haben unsere Aufgabe, das Trägheitsgesetz so zu 
modifizieren, daß aus ihm die ständige Gegenwart der Gravi- 
| tation in allen physikalischen Erscheinungen folgt, die in $1 

gestellt worden war, im Vorhergehenden gelöst. So ist eine 
komplette Gravitationstheorie entstanden. Unsere Betrach- 
tungen wären aber nicht vollständig, wenn wir nicht auf die 
Art eingingen, wie Einstein seine Theorie gefunden hat, 
welche gekennzeichnet ist durch seine Bezeichnung ‚allgemeine 
Relativitätstheorie‘‘ statt Gravitationstheorie. 


80. Die Insichtransformation des ds? und die Relativitäts- 
theorie. 


Bekanntlich hat die Relativitätstheorie ihren Ausgangs- 
punkt von der Form der Newtonschen Bewegungsgleichungen 


‘ 
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genommen; diese sind Differentialgleichungen 2. Ordnung in 
den kartesischen Koordinaten, wenn die Zeit als unabhängige 
Variable genommen wird, und diesem Umstande ist es zu 
danken, daß eine hinzugefügte gleichförmige Translation am 
Ablauf der Erscheinungen nichts ändert, indem der zweite 
Differentialquotient nach der Zeit für eine solche verschwindet. 


Physikalisch gesprochen heißt dies: Es ist in jedem Augen- 
blicke einer Bewegung eines Systems relativ zu einem anderen 
gleichgültig, ob ich dem System die eine Bewegung und dem 
anderen Ruhe zuschreibe oder umgekehrt dem anderen System 
die entgegengesetzte Bewegung, dem ersten dafür Ruhe. 

Eine Folge hiervon ist, daß bei Newton eine Relativität 
für beliebig beschleunigte Bewegungen möglich ist; z. B. 
kann ich die Erde sich drehen lassen und die Sonne still- 
stehen, oder umgekehrt. Allerdings nur solange die Erde ein 
starrer Körper ist. Ist sie deformierbar, wie es in Wirklich- 
keit ist, so treten die gewissen Abplattungseffekte auf infolge 
der Zentrifugalkraft. Ferner wirkt auf nicht starr verbundene 
Teile des Massensystems der Erde, wie z. B. den freifallenden 
Stein, das Foucaultsche Pendel usw., die zusammengesetzte 
Zentrifugalkraft oder die Coriolissche Kraft. 


Wenn wir aber nur ein starres Punktesystem, wie es 
dem Sinne der Newtonschen Mechanik entspricht, annehmen, 
gilt die Relativität auch für die beschleunigte Bewegung. Wir 
werden später sehen, wie sich die Relativität der gleichförmig 
beschleunigten Bewegung auch für das nichtstarre System 
bei Newton durch Zurückführung der Reaktionskräfte (Zentri- 
fugalkraft usw.) auf fiktive Felder aufrechterhalten ließe. 


Bleiben wir für den Augenblick beim starren System 
und gehen wir jetzt zur Minkowskischen Mechanik über. 
Diese kennt im allgemeinen keinen starren Körper wegen der 
endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Spannungen. Also 
nur für den Fall, daß solche Störungen wegfallen, für die 
unbeschleunigte Bewegung, läßt sich die Relativität der Be- 
wegung bei Minkowski aufrechterhalten. 

Es ist bekannt, daß in diesem Falle der gleichförmigen 
Translation tatsächlich die Relativität gewahrt ist. Dies hat 
Lorentz mit seiner bekannten Transformation gezeigt. Mathe- 
matisch gesprochen bedeutet sie, daß der Bewegungszustand 
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eines Systems in gewissem Sinne willkürlich, d. i. relativ 
ist, indem das ds? Minkowskis 


— ds? = dx? + dy? + dz* — c* dt? 


unendlich viele Insichtransformationen in den kartesischen 
Koordinaten gestattet, also die Interpretation des Trägheits- 
gesetzes (Ruhe oder Bewegung) in gewissem Grade willkürlich ist. 

Der Zusatz „in kartesischen Koordinaten‘ ist dabei wesent- 
lich. Denn die bloße Tatsache, daß das ds? umtransformiert 
werden kann, wenn die neuen Koordinaten krummlinig wären, 
wäre physikalisch bedeutungslos. 

Lorentz hat gezeigt, daß jeder raumzeitlichen Insich- 
transformation (Drehung) des ds? der Sinn zukommt, daß 
damit die Einführung einer bestimmten relativen Translation 
verbunden ist. 

Das eingangs erwähnte Newtonsche Resultat, daß die 
Hinzufügung einer beliebigen gleichförmigen Translation am 
Ablaufe der Naturerscheinunge nichts ändert, ist also in der 
Minkowskischen Mechanik bestätigt. 

Was ist es nun mit der beschleunigten Bewegung beim 
unstarren Newtonschen Körper? Hat Ptolemaeus oder hat 
Kopernikus recht ? | 


81. Die Relativität der Beschleunigung bei Newton im 
unstarren Körper. 

„Warum“, so fragt Poincare6!), „ist das Relativitäts- 
prinzip nur wahr für den Fall geradliniger und gleichférmiger 
Bewegung der Achsen? Wenn ich mich im Eisenbahnwagen 
befinde und der Zug auf ein Hindernis stößt, so daß ér plötz- 
lich anhält, so werde ich auf dıe gegenüberliegende Bank ge- 
schleudert, obwohl ich nicht direkt irgendeiner Kraftwirkung 
ausgesetzt gewesen war. Darin liegt nichts Wunderbares. 
War ich nicht der äußeren Kraft ausgesetzt, so war es der 
Zug, der den äußeren Stoß erlitten hat. Daß die Relativ- 
bewegung zweier Körper gestört wird, wenn die Bewegung 
des einen oder des anderen durch eine äußere Ursache modi- 
fiziert wird, ist nicht zu verwundern.‘“ 


In diesem Falle gilt also das Prinzip der Relativität auch 
in der Newtonschen Mechanik nicht. Wir erkennen, daß 


1) H. Poincaré, La science et I’hypothése, chap. III, p. 137f. 
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es der Stoß ist und das infolgedessen auftretende nichtstarre 
Verhalten des Systems, das hier die absolute Beschleunigung, 
d.h. die Einwirkung einer äußeren Kraft festlegt. 

Gehen wir mit Poincar& zu dem schwierigeren Falle 
der gleichférmigen Rotation über. „Wenn der Himmel be- 
ständig von Wolken bedeckt wäre, wenn wir kein Mittel 
hätten, die Sterne zu beobachten, so könnten wir doch schließen, 
daß sich die Erde dreht; wir würden dies erkennen an ihrer 
Abplattung oder auch am Foucaultschen Pendelversuche. 
Und doch, was hat das für einen Sinn, in diesem Falle zu 
sagen, daß sich die Erde dreht? Wenn es keinen absoluten 
Raum gibt, kann es eine Drehung geben ohne Drehung in 
bezug auf etwas? Oder sollen wir die Schlußfolgerung New- 
tons annehmen und an den absoluten Raum glauben? Kehren 
wir also zu unserer Fiktion zurück. Dichte Wolken verbergen 
die Gestirne den Menschen, die sie nicht beobachten können, 
von deren Existenz sie sogar nichts wissen. Wie sollten diese 
Menschen wissen, daß sich die Erde dreht? Viel eher noch 
als unsere Vorfahren werden sie den Erdboden, der sie trägt, 
für fest und ‘unerschütterlich ansehen. Die Gelehrten dieser 
imaginären Welt werden auf keine Widersprüche mit dem 
Trägheitsgesetze stoßen, wenn sie die beiden fiktiven Kräfte, 
die gewöhnliche und die zusammengesetzte Zentrifugalkraft, 
studieren. Sie werden sie als wirkliche Kräfte erklären; die 
erste wird abhängen von den relativen Lagen der Teile des 
Systems, wie die wirklichen Anziehungszentralkräfte; die 
letztere wird abhängen von den Relativgeschwindigkeiten der 
Teile, wie die wirkliche Reibung. Allerdings würden bald 
Schwierigkeiten entstehen, die ihrer Aufmerksamkeit nicht 
entgehen könnten. Diese Anziehungskräfte würden keines- 
wegs bei wachsender Entfernung verschwinden; weit entfernt 
hiervon, wächst ja die Zentrifugalkraft ins Unendliche mit 
zunehmender Entfernung. Vielleicht würden sie sich helfen 
durch Erfindung eines Mediums, analog unserem Äther, in 
das alle Körper eingebettet wären und welches auf diese eine 
abstoßende Kraft ausüben würde. Aber das sind nicht alle 
Schwierigkeiten. Der Raum würde nicht mehr symmetrisch 
erscheinen ; man müßte zwischen links und rechts unterscheiden. 
Die Zyklonen drehen sich immer im selben Sinne, ohne daß 
ein Grund offenbar wäre, warum hier die Symmetrie des 
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Raumes gestört ist und warum der eine Drehungssinn vor 
dem anderen bevorzugt wäre.!) Kurz, die Schwierigkeiten 
würden sich häufen, bis daß der lang erwartete Kopernikus 
erschiene und sie alle auf einmal hinwegfegte, indem er sagen 
würde: „Es ist viel einfacher anzunehmen, daß sich die Erde 
dreht.‘ 

Was unterscheidet dieses Beispiel Poincarés von seinem 
früheren? Es fehlt der Stoß. Die Beschleunigung ist stationär 
und darum kann sie verborgen bleiben. Das System ist quasi- 
starr. Die hier von Poincaré angedeutete Relativitätstheorie 
der Beschleunigung wollen wir uns näher ansehen. 

Worauf geht sie zurück? Offenbar auf eine Abänderung 
des Trägheitsgesetzes. Denken wir nämlich an das Additions- 
gesetz der Geschwindigkeiten für die gleichférmige Rotation 


= 4+ (uy 


d.h. die absolute a. ist gleich der relativen Ge- 
schwindigkeit vermehrt um die so liefert 
dieses bei 


dy 


Sat 2[u 4+ 


d. h. die absolute en ist gleich der relativen Be- 
schleunigung vermehrt um die Coriolisbesehleunigung und die 
Zentrifugalbeschleunigung. 
Haben wir also 
=? 
d. h. ist die Bewegung des Systems kräftefrei (und dies ist 
in der alten Mechanik für die gleiehförmige Rotation der Fall, 
nicht so in der neuen Mechanik), so haben wir im Relativ- 


system 


als neues Trägheitsgesetz. Damit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. Anders ausgedrückt: Es gibt bei Newton Raum- 
zeittransformationen in kartesischen Koordinaten, die den 
Übergang auf beschleunigte Systeme vermitteln. Ist die Be- 


1) Wie es die gleichförmige Rotation ja ist. 
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wegung hierbei gleichförmig beschleunigt,!) so gibt es auch 
für den unstarren Körper Newtons ein Verborgenbleiben der 
Beschleunigung. 

Der Zusammenhang dieser Ideen mit unseren Betrach- 
tungen über das Trägheitsgesetz ist nunmehr schon klarer 
geworden. 


32. Die Relativität der Beschleunigung bei Minkowski. 


Zur genaueren Untersuchung dieses Zusammenhanges 
kehren wir zu Minkowskis Mechanik zurück. 

Wir sagten, daß die Relativität der gleichförmigen Trans- 
lation auf die in sich Transformierbarkeit (in kartesischen 
Koordinaten) des ds? zurückginge. Ist diese Transformation 
auf die Translation beschränkt? Und was ist die Translation 
von diesem Gesichtspunkte ? 

Wir finden, daß die gleichförmige Translation eines Systems 
auf eine Schiebung des Minkowskischen vierdimensionalen 
Raumes hinausläuft. Das kann man sich leicht klar machen 
am geometrischen Bilde der Weltlinien. Sie sind für eine 
gleichférmige Translation eines Systems parallele Gerade; 
ein ebener (raumartiger) Schnitt liefert die augenblickliche 
Lage des Systems bei irgendeinen Zeitauffassung. Die paral- 
lelen Ebenen liefern die sukzessiven Lagen des Systems (bei 
dieser Zeitauffassung), d. h. aber, wir haben es mit einer 
Schiebung im S, zu tun. Mit Lorentz kann man dann die 
Zeitachse drehen, so daß sie in die gemeinsame Richtung dieser 
Geraden fällt, also ständig einer Weltlinie parallel ist; man 
sagt dann, wir hätten auf Ruhe transformiert. 

Der Bewegungszustand ist also in gewissem Sinne relativ 
oder willkürlich. 

Ist die gleichförmige Translation — so fragen wir noch 
einmal — die einzige Insichtransformation des Minkowski- 
schen ds?? 

Nein, man findet leicht, daß es noch einige Klassen von 
solehen Bewegungen gibt, die nicht mit der gleichförmigen 
Translation identisch sind, die also krumme Weltlinienscharen 
besitzen oder beschleunigt sind. Es gibt also eine Relativität 
der Beschleunigung auch bei Minkowski. 


1) Vgl. aber das im Kap. VIII angegebene Gravitationsdrehfeld, 
das genau diese Eigenschaften hat. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 29 
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Sehen wir zu, wie wir zu diesem anscheinend paradoxen 
Resultate kommen, das wir vorhin ausschlossen, weil es doch 
keinen starren Körper bei Minkowski geben sollte. 

Denken wir wieder an die gleichférmige Rotation bei 
Poincaré und wie sie einen Unterschied gegen den stoBenden 
Eisenbahnzug gebildet hat. Worauf ist dieser Unterschied 
zurückzuführen? Wir sagten schon: auf das Fehlen des 
StoBes bei dem ersteren Falle. Denn nur durch den Stoß 
wird die unstarre Natur des Bezugssystems offenbar, indem 
sich dann eine gegenseitige Verschiebung seiner Teile einstellt. 
Aber es gibt beschleunigte Bewegungen, denen der Stoß fehlt. 
Das sind offenbar diejenigen, die bei Newton konstante Be- 
schleunigung aufweisen. Denn alsdann kann sich ein stationärer 
Zustand herstellen, so daß alle Kraftwellen sich ausgeglichen 
haben. 

Wir kommen also zu dem Resultate: Diejenigen beschleu- 
nigten Bewegungen, die stationär sind, ermöglichen einen 
quasistarren Körper!), und für diese und nur für diese gilt 
Relativität der Beschleunigung. 

Man findet leicht, daß das im wesentlichen der freie Fall 
und die gleichférmige Rotation sein werden.?) 

In der Tat läßt sich zeigen, daß die entsprechenden 
Weltlinienscharen einer Insichtransformation (Drehung) des 
ds? ihren Ursprung verdanken. 

So haben wir denn auch in der Minkowskischen Mechanik 
den Anschluß an die gewöhnliche Erfahrung erreicht, indem das 
Relatiwitätsprinzip nicht nur für die gleichförmige Translation, 
sondern auch für die stationäre Beschleunigung gilt. Für un- 
gleichförmige Beschleunigung, bei der also Stöße vorkommen, 
schließen wir es, wieder in Übereinstimmung mit der gewöhn- 
lichen Erfahrung, aus. 


83. Die Relativität der Beschleunigung bei Einstein. Die 
Äquivalenzhypothese. 


- Halten wir fest, was wir gefunden haben. Das Minkowski- 
sche ds? läßt unendlich viele Insichtransformationen zu, und 


1) Den einen Haupttypus des sogenannten Bornschen starren 
Körpers. 

2) Vgl. F. Kottler, Relativitätsprinzip und beschleunigte Bewegung. 
Ann, d. Phys. 44, p. 701. 1914. 
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hierauf gründet sich die gewisse Relativität oder Willkürlich- 
keit der Auffassung des Bewegungszustandes bei Minkowski. 

Nun, in der neuen Gravitationstheorie haben wir ein 
anderes ds?. Ist dieses auch insichtransformierbar? Nein, 
im allgemeinen nicht. 

Der Bewegungszustand im Schwerefelde ist nicht mehr 
willkürlich, sondern genau vorgeschrieben. Natürlich in kar- 
tesischen Koordinaten. Von diesem Gesichtspunkte aus ist Ein- 
steins Theorie keine Relativitätstheorie, sondern eine Absolut- 
theorie.*) 

Wann gibt es für ein ds? unendlich viele Insichtrans- 
formationen? Nur wenn dieses ds? einem S, mit konstantem 
Riemannschen Krümmungsmaße entspricht (von den un- 
symmetrischen Spezialfällen der Rotationsmannigfaltigkeiten 
abgesehen). 

Es ist leieht zu zeigen, daß ein konstantes Riemann- 
sches Krümmungsmaß die Einsteinschen Gleichungen (9c) 
im materiefreien Gebiete nicht befriedigt. 

Ausgenommen nur den Fall, daß dieses Krümmungsmaß 
Null ist, d. h. aber wieder für das Minkowskische ds?. 

Die Minkowskische Physik muß ja einen Spezialfall der 
Einsteinschen bilden. 

Wenn nun hier in kartesischen Koordinaten eine Um- 
gestaltung des ds? möglich ist, wie wir gesehen haben, wie 
müssen wir sie mit Einstein deuten? Als ein (spezielles) 
Schwerefeld! Wie deutet sie Minkowski? Als beschleunigtes 
System! Beide Deutungen sind gleichberechtigt! Dies ist 
Einsteins Aquivalenzhypothese. 

Damit ist ein Postulat der Relativität der Beschleunigung 
erfüllt. Wenn eine solche möglich ist, so müssen ja die Reak- 
tionskräfte des beschleunigten Systems als Feldkräfte ge- 
deutet werden können. Dies tun ja Poincarés imaginäre 
Gelehrte im obigen Beispiele mit der Zentrifugalkraft und 
der Corioliskraft. ($ 31.) 


Von diesem Postulate hat Einstein seinen Ausgangs- 


punkt genommen bei der Aufstellung seiner Gravitations- 
theorie. "Nur war es für ihn mehr Exemplifikation des Ganzen; 


1) E. Kretschmann, Über den physikalischen Sinn der Rela- 
tivitätspostulate. Ann. d. Phys. 58. p. 575. 1917. 
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die mathematische Ableitung erfolgte auf rein formaler 
invariantentheoretischer Grundlage. 

Kann die Äquivalenzhypothese aber wirklich als mathe- 
matische Basis dienen? Hierzu bedarf es einer gewissen Ein- 
schränkung, die auf unsere Leithypothese g = — ec? in kar. 
tesischen Koordinaten hinausläuft, wie wir im nächsten Kapitel 
zeigen werden. 

Vorerst machen wir uns die Beschränkungen der Gültig- 
keit der Äquivalenzhypothese klar. 

Erstens haben wir sie auf Minkowskische Physik (spezielle 
Relativitätstheorie nach Einsteins Bezeichnung) beschränkt. 

Zweitens haben wir sie auch da auf stationäre Felder 
beschränkt. Bei Einstein gibt es hingegen auch stoßende 
Gravitationsfelder.!) 

Nach unseren früheren Betrachtungen halten wir aber 
diese, so lange keine gegenteilige Erfahrung vorliegt, für aus- 
geschlossen. Im Zusammenhange hiermit steht die Strahlungs- 
freiheit der Gravitationsbewegung. 

Zu deren Exemplifikation diene das folgende elektro- 
magnetische Bild, das ich in der Arbeit „Relativitätsprinzip 
und beschleunigte Bewegung‘ von der Entstehung der stationär 
beschleunigten Bewegungen gegeben habe: Denkt man sich 


nämlich ein quasistarres Elektron, so muß für dieses der 
Tensor da, dx 
ds 


statthaben. Wirkt nun ein konstantes homogenes elektro- 
magnetisches Feld, z. B. ein elektrostatisches oder magneto- 
statisches Feld, so wird sich der freie Fall bzw. die gleich- 
förmige Rotation entwickeln. Das Interessante hierbei ist, 
daß die Elektronen, wenn die Bewegung einmal im Gange, 
also nach geraumer Zeit, nicht strahlen. 

Damit soll nicht etwa gesagt werden, daß die wirklichen 
Elektronen im statischen Felde das tun würden, wie dies 
Bohr behauptet. Für diese gilt sicher ein anderer Tensor 
als oben, weil ja Kohäsion da sein muß. Aber als Bild für 


1) So erklärt er den Ruck im gebremsten Eisenbahnwagen. A. Ein- 
stein, Über die spezielle und die allgemeine Relativitätstheorie (Samml. 
Vieweg 1917. p. 48). Relativität im Sinne des Verborgenbleibens der 
beschleunigten Bewegung ist dies, selbst bei Zulassung der stoßenden 
Felder, nicht, 


* 
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die Vorgänge im Schwerefelde ist diese „Erhaltung der Kraft“, 
wenn einmal der stationäre Zustand eingetreten, wertvoll. 
Denn die Strahlung des beschleunigten Elektrons geht ja 
auf das elektrische Eigenfeld zurück. Ist dieses samt dem 
konstanten äußeren Felde in einen stabilen Zustand gelangt 
(und ein solcher ist möglich, weil das äußere Feld konstant 
bleibt), so bleibt die beschleunigte Bewegung strahlungsfrei. 


VII. Der freie Fall und das homogene Schwerefeld. 
34. Der freie Fall bei Minkowski. 


Wir gehen nunmehr an die Untersuchung der beiden 
Haupttypen der stationären Beschleunigung. 

Das erste ist der freie Fall bzw. sein relativistisches Seiten- 
stück die Bornsche Hyperbelbewegung. Welches ist hier die 
Gestalt der Raumzeittransformation, die den Übergang vom 
ruhenden zum mitbewegten Systeme vermittelt ?!) 

Sei 7 die (Minkowskische) Fallbeschleunigung, die etwa 
entgegen der positiven Z-Achse wirke, sei x y zt ein gewöhn- 
liehes Minkowskisches Bezugssystem, sei x’ y’ 2’ t’ das fallende 
Bezugssystem, so ist die Raumzeittransformation gegeben 
durch 


(14a) 


Entwiekeln wir die hyperbolischen Funktionen, so kommt 


r=27 

y=y 
+ yt ?+... + Glieder mit —, 
| +... + Glieder mit 


Das heißt, bei Weglassung der Effekte zweiter Ordnung 
haben wir die bekannte Galileische Form der Newtonschen 
Mechanik. 


1) F. Kottler, Fallende Bezugssysteme vom Standpunkte des 
Relativitätsprinzips. Ann. d. Phys. 45. p. 481. 1914. 
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Kehren wir zu (14a) zurück und bilden das ds*. Es kommt 


(158) 


= dx? +dy? +dz? — 
=dzx?+4+dy+dz?— +43) ae 


Dies ist ein solcher spezieller Fall eines Schwerefeldes, wie es 
Einsteins Hypothese voraussieht. Daß es die Feldgleichungen 
befriedigt, versteht sich von selbst. Denn (15a) ist euklidisch; 
es verschwinden alle Riemannsymbole und daher auch die 
aus ihnen kombinierten G,,. 

Dies wäre also der gesuchte Baustein für unsere Gravi- 
tationstheorie. Tatsächlich hatte Einstein in seinen ersten 
Arbeiten!) die obige Raumzeittransformation, allerdings in der 
Beschränkung auf erste Ordnung, zugrunde gelegt. 

Warum ist das nun nicht der Fall? Warum ist die Äqui- 
valenzhypothese in dieser Form, also: „Minkowskis be- 
schleunigtes System äquivalent einem Schwerefelde“, un- 
brauchbar ? 


85. Das homogene Feld. 


Hierzu untersuchen wir, was das für ein Schwerefeld 
wäre, das durch (15a) repräsentiert werden sollte. Es ist dies 
offenbar ein längs der z-Achse wirkendes homogenes Schwerefeld. 

Wann entsteht aber ein solches Feld? Dies ist offenbar 
der Charakter des Schwerefeldes eines Massenpunktes in einem 
sehr kleinen Bereiche oder in sehr weiter Entfernung vom 
Massenpunkte. 

Wie sieht dieses Feld nach unserer früheren Theorie aus? 

Greifen wir auf die wohlbekannte Gestalt (4) des für den 
Massenpunkt 

— +72492 + r2sin? td 


(4) 


ec? 
Dann sehen wir, daß das homogene Feld niemals die Gestalt 
(15a) haben wird. Setzen wir nämlich 


1) A. Einstein, Lichtgeschwindigkeit und Statik des Gravitations- 
feldes. Ann. d. Phys. 38. p. 355. 1912. 
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und sei z klein gegen r,, so wird 


2km 1 
e? 


tae: 


Nun ist die Lichtgeschwindigkeit fir r= ry 


= (1 _ 


ferner ist die Feldbeschleunigung nach Newton für r=n 


also haben wir 


2 2km 1 2 

und mithin bei großer Entfernung r,, wo z* gegen r,? ver- 
nachlässigt werden und c=c, genommen werden kann, für 


das homogene Feld in der z-Richtung, die mit dem Radius- 
vektor nun zusammenfällt, 


2 


Es ist leicht zu sehen, daß dieses ds? ebenfalls Minkowskisch 
ist. Nämlich mit Hilfe der Transformation 


ET BEIN 
V5 + 2 z= T + z, 
kann es auf die Form gebracht werden 
(150) — ds? = + dy? + 


und dies ist gendu die Form (15a), von der wir ja wissen, 
daß sie ein Minkowskisches Element vorstellt. 

Warum aber unterseheiden sich die Maßbestimmungen 
des beschleunigten Minkowskischen Systems (15a) von der 
Maßbestimmung (15b)? 

Hierzu bemerken wir, daß die Maßbestimmung (15a) 
durch die Minkowskische Physik gefordert wird, wenn anders 
der Übergang vom bewegten zum ruhenden System sich durch 
eine instantane Lorentztransformation vollziehen soll. Der 
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Widerspruch ist also nicht durch irgendwelche Hinweise auf 
die Freiheit der Maßbestimmung des mitbewegten Beobachters 
zu beseitigen. 
Wo liegt also der Schlüssel zu diesem Versagen der Aqui- 
valenzhypothese? Der Grund ist einfach der, daß (15a) 
kein berechtigtes Bezugssystem 
ist. Denn der Wert g ist für (15a) 
2 
hingegen ist (15b) ein berechtigtes Bezugssystem, denn es ist 
Ich will nun zeigen, wie wichtig diese Forderung des 
berechtigten Bezugssystems ist, damit Ubereinstimmung mit 


der Newtonschen Näherung und auch mit den Effekten 
zweiter Ordnung erzielt werde. 


36. Vergleich mit der Erfahrung. 


Hierzu berechnen wir die geodätischen Bewegungsglei- 
chungen für (15b) 


ae 9 

Py 

ds? = 0, 

d di\: Y dx\? 

ds 2yx ds ds 2yz ds 


Wir erhalten mit = =u als Zeit die Integrale 


Y-n=%uU—%), 


wo die q, q, gewisse Integrationskonstanten sind. u = u, ist 
der Zeitpunkt der Umkehr 4* = 0. 


Dies ist nun genau analog der Galileischen Wurfparabel. 
Denn für diese gilt 


| 
2 
z-,=-„u-u), 
3 4 


t 
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z—2, =, (¢—4), 
y—y, =», — 4) 


Also bei Vernachlässigung der Effekte zweiter Ordnung ist 
—=t und wir haben exakt die Galileische Parabel. 


Hingegen findet man für (15a), wie ich 1. c. gezeigt 
habe, als Wurfbahn eine (parabelartige) Ellipse. 

Also ist (15b) im besseren Einklang mit der Erfahrung 
als (15a). Noch einen anderen Widerspruch mit der Erfahrung 
können wir nachweisen. Konstruiert man nämlich, wie ich 
es 1916 versuchte), von (15a) rückwärts das Feld des Massen- 
punktes, so muß es offenbar die Gestalt haben 


— ds? = dr? + (1 — +) de. 


Dieses ds? befriedigt auch gewisse invariante Beam 
gleichungen analog den Einsteinschen Gleichungen; aber 
es liefert nur die halbe Perihelbewegung des Merkur.?) 


Mithin erkennen wir, daß die Äquivalenzhypothese, also 
die Äquivalenz eines Minkowskischen beschleunigten Systems 
mit einem Schwerefelde, zu Widersprüchen mit der Erfahrung 
führt und daß sie auch nicht als Ausgangspunkt der Theorie 
dienen kann. 


Gibt man ihr freilich eine andere Form, verlangt man 
nämlich die Änderung der Längenmaßbestimmung auch für 
das beschleunigte System, so ließe sie sich aufrechterhalten. 
Dies wäre dann freilich kein mitbewegtes System im Sinne 


1) Auch Einstein hatte ursprünglich die Erfüllung der Laplace- 
schen Gleichung für Yg,, im materiefreien Felde verlangt (vgl. Ann. d. 
Phys. 38. p. 360. 1912). In der nachfolgenden Arbeit ,,Zur Theorie des 
statischen Gravitationsfeldes‘“ (l.c. 86. p. 452. 1912) verwirft er diese 
Form von gy und nimmt die (unrichtige) Form an, wonach VAR die 
Laplacesche Gleichung befriedigt. Es heißt dort p. 456 oben wörtlich: 
„Zu diesem Schritte entschließe ich mich schwer, weil ich mit ihm den 
Boden des unbedingten Äquivalenzprinzips verlasse“. 

Hatte ich also 1916 so Unrecht, zu sagen: „Einstein hat die Äqui- 
valenzhypothese aufgegeben“ ? 

2) Vgl. E. Reichenbächer, der dieses Bogenelement adoptiert, 
Ann, d. Phys. 52. p. 161. 1917. 
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Lorentz mehr, und es ist nicht einzusehen, was der Begriff 
des berechtigten Bezugssystems, der in der Gravitation wurzelt, 
in der Minkowskischen Kinematik zu sagen hätte. 


Davon abgesehen läßt sich jedenfalls die Aussage aufrecht- 
erhalten: Die Anschauungen der Ruhe im Schwerefelde und 
des fallenden Bezugssystems sind bei geeigneten Voraus- 
setzungen über die Maßstäbe äquivalent. 


VIII. Die gleichférmige Rotation und das Gravitationsdrehfeld. 
87. Die gleichférmige Rotation bei Minkowski. 


Dies ist der zweite Haupttypus der stationären Beschleuni- 
gung. Zur Aufstellung der Raumzeittransformation, welche 
den Übergang vom ruhenden zum mitbewegten System ver- 
mittelt, bediene man sich folgender Koordinaten: 


Fig. 1. 

Die Rotation geschehe um die z-Achse mit gleichformiger 
Winkelgeschwindigkeit w. Dann sei die z’-Achse der z-Achse 
stets parallel, die x’-Achse weise in der Richtung der Zentri- 
fugalkraft, die y’-Achse sei senkrecht hierzu. Auf die Erde 
übertragen heißt dies: Sei R der Erdradius, sei y das Komple- 
ment zur geographischen Breite, so ist die 

z'-Achse parallel zur Erdachse, d. h. unter einem Winkel 9 
geneigt zur Lotlinie, 

x'-Achse in der Meridianebene hierzu senkrecht, 

y’-Achse horizontal entlang dem Breitenparallelkreis. 


Dann lautet die von mir angegebene Raumzeittrans- 
formation 


\ 
| 
2 
zZ 
| y 
a . 
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xz =(Rsing + 2’) coswt — 
y=(Rsnp+z)sinot+ 
z=Resg+z, 
t + Rsing 
Ve 
Hierin ist abkürzungshalber 
2 
=1— R*sin? 
gesetzt. Dies liefert, wenn dt’ = dt VB berücksichtigt wird, 
das folgende ds? 
| — ds? = da? + dy? + dz? — c? dt? 
(16a) = dx’? + 29.,dy' dt’ 
| +94 . 
Hierbei entnimmt man die Werte der g;, folgendem Schema 
oy 


t= 


x’ 
0 


1 0 
a’ 


Rsing 

e? + 


Der Wert dieser Determinante ist 


Rsing 
g=-e\l— 


widerspricht also unserer Leithypothese 

g=—c?. 
Selbstverständlich befriedigt (16a) die Einsteinschen Feld- 
gleichungen. Es folgt also, daB die Geometrie des bewegten 
Beobachters euklidisch sein kénnte. Einstein ist also im 
Irrtum, wenn er!) meint, daß die Notwendigkeit einer Längen- 


1) A. Einstein, Über die spezielle usw. Relativitätstheorie. p. 55. 
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änderung im Schwerefelde aus den Verhältnissen beim rotieren- 
den Bezugssystem gefolgert werden könn‘e. Maßgebend hierfür 
ist vielmehr erst der Begriff des berechtigten Bezugssystems 
mit dem postulierten Anschlusse an die Newtonsche Erfahrung. 

Wir können statt (16a) leicht ein berechtigtes Bezugs- 
system einführen, indem wir setzen 


sin @ 24 R sin 
1 — --—_,—— = 1— 
8 


Man findet dann 
(16b) { —ds? day? + dy,? + dz,” + da, dt, 


+ 2Go4 dy, dt, + 4t,”, 
wobei die Determinante g gegeben ist durch 


22, “Rein 22, Rsing 
1-— — | 
\/ 2a, “2 R sing 

0 1 0 @\i- 
Rsng 

0 0 1 0 
=| _ 1 (1-1/1 - Being) 
§ e? 8 | 
| 
o® Rsing | 
| 
Rsing 

@ Yr | {| 
o*/c* Rsin p 


wobei wieder abkürzungshalber 


sing 


gesetzt wurde. 


Dieses Element (16b) stellt also nach allem Voraus- 
gegangenen ein Schwerefeld dar. Was für eines? 


} 

‘ 


S- 
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38. Das Gravitationsdrehfeld. 


Hierzu greifen wir zurück auf das in $28 über die Physik 
innerhalb einer homogenen Massenschale Gesagte: Im Inneren 
einer ruhenden Massenschale herrscht Minkowskische Physik, 
also ein Element 

—ds? =da? + dy? +d2? — c2 dt? . 


Dieses Resultat muß offenbar auch aufrechterhalten 
werden, wenn sich die homogene Massenschale in gleichförmige 
drehende Bewegung versetzt. Nur tritt dann an Stelle der 
Minkowskischen Maßbestimmung die Maßbestimmung (16b). 

Unser Schwerefeld ist also das Drehfeld im Inneren einer 
homogenen, gleichférmig rotierenden Massenschale. 

Bildet man die Geodäten, so findet man leicht bis auf 
Effekte zweiter Ordnung die Zentrifugalkraft und die Coriolis- 
kraft wieder, diesmal als Gravitationsfeldkräfte.!) 

Einem alten Postulate der Relativität ist so Genüge 
getan. Ptolemaeus und Kopernikus behalten beide recht. 


IX. Zusammenfassung der Leistungen der neuen Theorie. 


Fassen wir zusamnen, was die neue Theorie alles ge- 
leistet hat. 

Sie erklärt erstens die Uniformität der Gravitation, d. i. 
die Tatsache, daß alle Körper gleich schnell fallen, den Mangel 
einer Dispersion bei der Gravitation usw. 

Sie erklärt ferner, warum die Gravitation rein konservativist. 

Die Keplerschen Gesetze liefert sie exakt als Effekt 
erster Ordnung. 

Die Perihelbewegung des Merkur ergibt sich als Effekt 
zweiter Ordnung auf derselben Grundlage wie die Veränder- 
lichkeit der Masse in der Minkowskischen Mechanik. 

Auch die allgemeine Poissonsche Theorie der Gravi- 
tation findet sich als Effekt erster Ordnung wieder. 

Sie ergibt für das abgeschlossene System die Gesamt- 
masse Null. 

Sie liefert die Begrenztheit der Welt und ihrer Masse. 


1) Von anderen Randbedingungen ausgehend, findet H. Thirring, 
Über die Wirkung rotierender ferner Massen in der Einsteinschen 
Gravitationstheorie (Physik. Zeitschr. 19. p. 33. 1918) eine Lösung, die 
aber mit der Erfahrung nicht im Einklang steht. 
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Weiters zeigt sich im Inneren der Materie abstoBende 
Wirkung an Stelle der anziehenden Wirkung im Außenraume. 
Hierdurch löst sich die Maxwellsche Schwierigkeit der Stabili- 
tät für eine Äthertheorie der Gravitation. Ferner wird die 
Undurehdringlichkeit der Materie hierduuch gekennzeichnet, 

Endlich ergibt sich für die Theorie der Relativität der 
stationären Beschleunigung eine gewisse Äquivalenz zwischen 
Schwerefeld und beschleunigtem Bezugssystem, womit ein 
Relativitätspostulat befriedigt wird. 

Alles in allem können wir sagen, daß unsere einleitenden 
Bemerkungen, durch die Einsteinsche Theorie wäre das 
drei Jahrhunderte alte Problem der Gravitation gelöst, ge- 
rechtfertigt sind. 


(Eingegangen 14. März 1918.) 


| 
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2. Elastische Oberfidchen-Planwellen; 
von Kari Uller. 


$1. Einleitung. Unter Oberflächenwellen sind Wellen 
zu verstehen, die in einem Körper an seiner — von benach- 
barten Körpern unberührten — Oberfläche entlang laufen, 
ohne gegen diese einzufallen, was nur möglich ist, wenn sie 
für sich die Oberflächenbedingungen erfüllen. Sie sind von 
der Oberfläche geleitete, sind gebundene Wellen. 

Merkwürdig spät sind solche Wellen in den Gesichtskreis 
der Forschung getreten. Was die elastischen anbelangt, so 
gibt es ihrer in einem isotropen Körper drei Typen: reine 
Scheerungswellen, reine Verdünnungswellen und gekoppelte 
Scheerungs-Verdünnungswellen. Die beiden ersteren hielt man 
bisher für unmöglich, letztere — zunächst vereinfacht als 
Planwellen an einer ebenen Oberfläche vorausgesetzt — haben 
erst im- Jahre 1887 durch Rayleigh?) eine erste Bearbeitung 
erfahren. Indessen kann man seine Festsetzungen, nämlich 
daß das Amplitudengefälle die Richtung der Flächennormalen 
habe und daß es obendrein nur nach innen gerichtet sei, 
nicht anders als willkürlich bezeichnen. Sie stellen einen 
Unterfall dar, in dem der Charakter dieser Wellenart nicht 
rein zum Ausdruck gelangt, und der auch nicht überwiegend 
beobachtet wird. Ferner ist der Verfasser auch wenig in die 
Analyse und Deutung dieser Wellen von komplizierter Bau- 
art eingedrungen; nur auf eine wesentliche Beziehung ist er 
gestoßen: auf eine Bedingungsgleichung für das Quadrat der 
Tangentialkomponente der Wellennormalen, eine kubische 
Gleichung. Sachlich und ohne Festsetzungen liegen drei 
wesentliche Beziehungen vor in diesem Wellenpaar, nämlich 


1) Rayleigh, London Math. Soc. Proceed. 17. p. 4. 1887; eine 
Wiedergabe findet man in Love, Lehrbuch der Elastizität, p. 357. 
leipzig, Teubner 1907. Rudzki, Physik der Erde, p. 151. Leipzig, 
Tauchnitz 1911. Galitzin, Vorlesungen über Seismometrie, p. 64. 
Leipzig, Teubner 1914. 
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eine kubische Gleichung für das Quadrat der Tangential. 


komponenten der beiden Wellennormalenpaare (vgl. § 4 Gl.10), 


sodann je eine Koppelungsgleichung zwischen der Normal- und 
der Tangentialkomponente des Wellenvektors der Scheerungs- 
welle einerseits und dem Wellenskalar der Verdünnungswelle 
andererseits [vgl. ebenda die Gl. (7)/(8) und (12)]. Das Er. 
gebnis hieraus ist, daß das gekoppelte Wellenpaar mehr- 
deutig bestimmt ist, wenn außer der Oberfläche gegeben sind: 
der Wellenskalar der Verdünnungswelle und die Tangential- 
richtungen ihres Wellennormalenpaares oder die Beträge der 
Tangentialscheerungsverrückung. Die Mehrdeutigkeit beruht 
auf den verschiedenen Möglichkeiten der Herkunft und der 
Entstehungsweise dieses Wellenpaares. Mit diesen drei Be. 
ziehungen kommt nun die bisher verborgene, merkwürdige 
Tatsache ans Licht, daß die Tangentialverrückung der Schee. 
rungswelle gezwungen ist sich scheinbar wie eine Verdün- 
nungswelle fortzupflanzen ; sie ist nämlich gebaut wie 
eine solche. Damit ist verknüpft die weitere Tatsache, daß 
die Verdünnungswelle eine Normalkomponente haben muß, 
also eine Komponente, die senkrecht zur Energieströmung 
steht, und daß diese Komponente sich als Scheerungswelle 
ausgeben muß. Wir sehen hier deutlich, daß Begriffe wie 
Longitudinalwelle und Transversalwelle an sich sowohl als 
auch als Bezeichnungen für Scheerungs- bzw. Verdünnungs- 
wellen untauglich sind, verwickelte Wellenfomen zu kenn- 
zeichnen, geschweige denn zu beschreiben. . 

Reine Oberflächen-Scheerungswellen findet man nirgends 
behandelt, ja man hält sie für unmöglich. So liest man in 
einer Erdbebenstudie von Hrn. Wiechert*): „Bei den Göt- 
tinger Registrierungen hat sich oft einwandfrei gezeigt, daß 
in den Hauptwellen, die doch längs der Oberfläche laufen, 
nicht nur Schwingungen mit Bewegungen in der Fortschrei- 
tungsrichtung der Erdbebenwellen, sondern auch Schwin- 
gungen mit Bewegung quer zur Fortschreitungsrichtung 
stattfinden. Diese Erscheinung ist so ausgesprochen, daß 
noch jeder der Herren, die längere Zeit in Göttingen die 
Erdbebenkurven bearbeiteten, sie von neuem selbständig ge- 
funden hat. Oftmals konnte festgestellt werden, daß diese 


1) E. Wiechert, Über Erdbebenwellen I. Gött. Nachr. Math.- 
phys. Klasse p. 56. 1907. 
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Querschwingungen etwas früher eintreffen als die Schwin- 
gungen parallel der Fortschreitungsebene. Seit ferner ein 
Vertikalseismograph in Göttingen regelmäßig arbeitet, ließ 
sich feststellen, daß wohl die Schwingungen parallel der Fort- 
schreitungse bene, nicht aber die Querschwingungen von Vertikal- 
bewegungen begleitet sind. Wäre nun eine Magmaschicht 
nicht vorhanden, so könnten nach der Elastizitätstheorie an 
der Erdoberfläche nur die Rayleighwellen selbständig auf- 
treten, es dürften in den Hauptwellen also Querschwingungen 
nicht vorhanden sein. So erscheint mir denn zur Erklärung 
der Querschwingungen kein anderer Weg offen zu sein als 
der, in ihnen Scheerungswellen zu sehen, die sich in der bis 
zu einem gewissen Grade frei auf der Magmaschicht auf- 
ruhenden festen Erdrinde fortpflanzen.‘‘ Vorher, 1. c. p. 54, 
ist dazu näher ausgeführt: Die Beobachtungen lassen den 
Verfasser vermuten, „daß es sich wohl oftmals um Eigen- 
schwingungen der ganzen festen Erdrinde bis zu einer darunter 
liegenden sehr nachgiebigen Magmaschicht handele“. In einem 
späteren Vortrag!) des Hrn. Verfassers heißt es dann in ent- 
schiedener Form: 

„Zur Erklärung der Hauptwellen erster Art vermag ich 
keine andere Annahme zu finden, als daß es sich um reine 
Transversalwellen handelt, die in einer durch sehr nach- 
giebiges Magma vom Kern der Erde abgetrennten Rinde 
sich ausbreiten. Die Eisbedeckung eines Sees müßte ähnliche 

Wellen zeigen“. 

Im Gegensatz zu dieser Folgerung, daß die Erdrinde 
schichtmäßig schwingen müsse, sind nach meiner Überzeugung 
die fraglichen seismischen Wellen ohne Vertikalbewegung und 
mit konstanter Geschwindigkeit, die Hauptwellen I.Art, rich- 
tige Oberflächen-Scheerungswellen. Diese gebundenen Wellen 
unterscheiden sich wesentlich von den freien Scheerungs- 
wellen: sie sind, wie wir sehen werden, durch 4 reelle skalare 
Stücke bestimmt, während die freien 8 verlangen. 

In den beiden Arten der Hauptwellen der Beben treten 
die Oberflächenwellen im großen Stile auf. Aber auch sonst 
spielen sie eine häufige Rolle, viel häufiger als man glaubt. 

Allemal wenn z. B. durch Streichen eines elastischen Kör- 


1) E. Wiechert, Die Erdbebenforschung usw. (Vortrag auf der 
Naturforschervers. zu Königsberg). Physik. Zeitschr. 9. p. 36. 1908. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 30 
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466 K. Uller. 
pers Töne erzeugt werden, haben wir es mit elastischen Ober. 
flächenwellen zu tun, über deren verschiedene Weise der 
Entstehung noch viel zu sagen sein wird. Doch kann darauf 
erst eingegangen werden, wenn die Gleichungen für Nicht- 
Planwellen, für beliebige Wellen, veröffentlicht sind, was in 
absehbarer Zeit geschehen soll. Da diese sehr verwickelt sind, 
ist es angezeigt, die Planwellen vorauszuschicken und zu er- 
örtern. 

Auch Oberflächen-Verdünnungswellen sind grundsätzlich 
möglich, wie später gezeigt werden soll. Sie sind jedoch von 
geringer Bedeutung. 

§2. Einiges über elastische Planwellen. Die Ver- 
rückungen ©, in einer elastischen Scheerungsplanwelle sowie 
die Verrückungen ©, in einer elastischen Verdünnungs- 
planwelle von elementarer oder, wie wir auch sagen können, 
von harmonischer Schwingungsform, stellen sich als Funk- 
tionen der Zeit (t) und des Ortes (t) bei Verwendung kom- 
plexer und konjugiert komplexer Formen — letztere durch 
ein angesetztes Sternchen gekennzeichnet — folgendermaßen dar. 


(1) S, = eirt + fre 
(2) S, 1/2 ‘ {8 + 3*- . 3 


In dem konstanten Zeitfaktor » = »’ +i»” bedeutet v 
die Frequenz der Welle und »” ihre positive oder negative 


Dämpfung. Die komplexen Wellenvektoren f und 8 sowie * 


die komplexen Wellennormalenpaare w, und ww, sind hier, 
in Planwellen, konstante Vektoren. 

Die Scheerungswelle ist charakterisiert durch div ©, = 0, 
also durch die Solenoidelität ihres Verrückungsfeldes, woraus 
für Planwellen folgt 


(3) (j,w,)=0. 


Die Verdünnungswelle ist charakterisiert durch rot ©, = 0, 
also durch die Lamellarität ihres Verrückungsfeldes, woraus 
Proportionalität zwischen dem Wellenvektor $ und dem Wellen- 
normalenpaar w, sich ergibt. 

Aus den Wellengleichungen für ©, und ©, fließt für die 
Quadrate der Wellennormalenpaare tw, und tv, bei Planwellen 


(4) (5) Wi=a,; =a, . 
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Die Wellenparameter a, und a, setzen sich aus der Schwin- 
gungsform » der Welle, den elastischen Körperparametern 
e, und &, sowie die Massendichte D zusammen nach der Form 


(6) (7) a, = v*D/e,; a, = + $ &) 


Darin sind e, und e, der elastische Gestaltmodul und 
der elastische Volummodul im Sinne von Helmholtz, der 
diese Größen in seinem Lehrbuch der Elastizität mit H und K 
bezeichnet. Der Zusammenhang mit den Laméschen Größen 
(A; u) ist ef = w und e,=A+ $y. Nach der in der Praxis 
üblichen Young-Poissonschen Bezeichnungsweise (Ey u) ist 


e,=E/2(1+ ym) und ,=E/3(1 -2u). 


Bei permanenten Schwingungen (v” = 0) sind a, und a, reell. 
Würde man Energieverschluckung durch geringe innere Rei- 
bung berücksichtigen wollen, so stieße man auch auf zwei 
Parameter a, und a,, die aber auch für »” = 0 komplex aus- 
fielen; die Feldgleichungen blieben in erster Annäherung for- 
mal ungeändert. 

Indem Ausdruck für das Wellennormalenpaar tv = m’ + im’’ 
bedeutet tv’ die Isophasennormale, die in der Planwelle das 
Phasengefälle bestimmt, und m’’ die Isodynamennormale, die 
in der Planwelle das Amplitudengefälle bestimmt; beide machen 
im allgemeinen einen Winkel # miteinander, der von großem 
Einfluß auf den Wellenbau ist und ihn verwickelt macht. In 
Rücksicht auf die aus der Wellengleichung fließende Beziehung 
w®= a hat man 


|w’| = Y1/2{(ww") + | w"| = Y1/2{(ww") — a} 


mit 


(w w*) = Ya’? + a”*/cos* . 


Der genannte Spreizwinkel # beeinflußt also wesentlich Rich- 
tung und Größe der Phasengeschwindigkeit, der Strahlung 
und des Amplitudenabfalls sowie die Wellenlänge. Nur wenn 
[w’w’] = 1/27 w*] verschwindet, kann man von einer 
einfachen Welle reden, in der die bisher gewohnten Begriffe 
zu Recht bestehen. Bei permanenten Wellen in konservativen 
Körpern insbesondere verschwindet, weil w®=a« reell aus- 
fällt, stets (m’ mw’’). Infolgedessen ist dann entweder w” =0, 


oder ww” steht senkrecht zu mw’ wie z. B. bei Einfall einer | 
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Planwelle im Gebiete der Strahlumbiegung, auch Totalreflexion 
genannt, 

Die Verdiinnung ist von der Form 
() divS, = 1/2 -{d-e- 4 Seti 
Daraus ergibt sich in Verbindung mit (2) und (5) 

(10) $=16/a,.W, - 

Unsere beiden Wellenarten sind durch j und mw, bzw. 
durch 3 und iv, bestimmt. Diese komplexen Vektoren sind 
aber den Bedingungen (3) und (4) bzw. (5) und (10) unter- 
worfen. Somit erfordert eine Scheerungsplanwelle, falls nicht 
noch besondere Bedingungen hinzutreten, zu ihrer Festlegung 
8 reelle skalare Stücke, eine Verdünnungsplanwelle ihrer 6, 

Für die Spannungen T, und %, in einer unendlich kleinen 
Flächeneinheit mit der Normalen n gelten Ausdrücke wie 
(1) und (2), nur daß an Stelle von | und 8 treten 


(11) t, =— ie, {(w,n)f + 
und 
(12) t, =—te,-td/a,-{(a, — 2a,)n +2(w,n)w,}. 

Aus der Spannung und der Verriickung berechnet sich 
die Wellenstrahlung in Richtung n gemäß 
(18) R, =— (TS). 

§ 3. Reine Oberflächen-Scheerungswelle. In diesem 
Falle muß die Spannung &, in jedem Elemente der freien 
Oberfläche O mit der Normalen f, die wir uns von innen 


nach außen gerichtet denken wollen, zu jeder Zeit verschwinden, 
also bei ebener Oberfläche nach Gl. (11) im vorigen Paragraphen 


(1) (w, f) w, = 0 
sein. Hieraus folgt durch skalare Multiplikation mit m,, wo- 


durch die Divergenzlosigkeit der Verrückung, also die Er- 
füllung der Beziehung (8) im $2 gewährleistet wird, 


(2) (jf) =0 


und somit weiter 


(3) - (wd=0. 


Die Verrückung und das Wellennormalenpaar müssen also 
tangential liegen. 
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Zerlegen wir mw, nach f, j und [jf], so kommt mit Rück- 
sicht auf die eben angezogene Gl. (8) sowie auf die Gl. (2) 
und (8) in diesem Paragraphen 


(4) i? .w, = (m, DE) [ft] ; 


oder nach Quadrierung und Berücksichtigung von Gl. (4) 
in §2 


(5) = Va, - 
Der aus dieser Hauptgleichung ableitbare Ausdruck 


(6) (F [w, w,*]) = 
belehrt uns, daß das Wellennormalenpaar mw, gespreizt ist, 
allemal, wenn die Verrückung nicht geradlinig schwingt. Da 
somit 1,” dann von null verschieden ist, haben wir im all- 
gemeinen einen Amplitudenabfall längs. der Oberfläche, ge- 
messen durch den Faktor es”. Man muß sich indessen 
davor hüten, aus dem Auftreten dieses Faktors ohne weiteres 
auf Absorption zu schließen. Dies ist nur dann der Fall, 
wenn nachgewiesen werden kann, daß die Schwingung strich- 
polarisiert ist. Bei permanenter Welle (#’ = 0) und in kon- 
servativem Körper (&,” = 0) ist (w,’ w,"’) = 0, somit w,” = 0, 
wenn die Welle strichpolarisiert ist; hingegen w,’#0 und 
im rechten Winkel zu mw,’ bei elliptischer Schwingung. Unsere 
Welle zeigt ferner eine Eigenschaft, die man an Scheerungs- 
wellen noch nicht gewohnt ist: Schwingungsebene der Ver- 
rückung und Wellennormalenpaar liegen in ein und derselben 
Ebene. Beziehung (6) lehrt zudem, daß Kreispolarisation 
unmöglich ist. 

Für die mittlere Wellenstrahlung in einer Scheerungs- 
planwelle entwickeln wir mit den Gl. (18), (11) und (8) in $ 2 


+ [»*w, - vw," 


Insbesondere für unsere Oberflächenwelle ist hierin mw, 
aus der Gl. (5) einzusetzen. Wir sehen aber so schon, daß 
die Strahlung nur in einer permanenten Welle (v’ = 0) und 
in einem konservativen Körper (&,”=0) die Richtung der 
Isophasennormale tw,’ = (mw, + w,*) haben kann, und auch 
dann nur, wenn Ww,” verschwindet, die Planwelle also strich- 
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polarisiert ist. Ferner ist anzumerken: Nur wenn unsere 


Welle strichpolarisiert ist, schwingt sie transversal zu #. 

Multiplizieren wir Gl. (5) skalar mit ihrem konjugierten 
Ausdrucke, so kommt auf einem Wege, der bereits an einem 
anderen Orte!) nachgewiesen ist, (tw, ,*) =|a,|/e, wenn e 
die Elliptizität der Welle bezeichnet, d. h. das Verhältnis 
(Shmaz — : (S%max + S%min). Da hiermit gemäß Gl. (8) §2 


® Im 4] 


wird, besteht eine Abhängigkeit des Phasen- a des 
Amplitudengefälles von der Elliptizität der Welle; 
je mehr die Elliptizität von der Geradlinigkeit abweicht, um 
so größer sind beide. Die Abhängigkeit erstreckt sich natür- 
lich auch auf die kinematische Phasengeschwindigkeit 
=v/iw,|; 
Abweichung von der Geradlinigkeit verkleinert die Geschwin- 
digkeit, mit welcher Phasenwerte normal zu den Isophasen- 
ebenen forteilen. Die Geschwindigkeit jedoch, mit der die 
Phasen in Richtung der Strahlung forteilen — und das allein 
ist die physikalische Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Phasen 
und maßgebend für die Wellenlänge —, ist, wenn die Schwin- 
gung nicht gerade strichpolarisiert ist, größer als w,. Sind 
die Schwingungen permanent (»’’ = 0) und der Körper kon- 
servativ (e, reell), so geht (8) über in 


Nur dann wird die Fortpflanzungsgesehwindigkeit unabhängig 
von der Frequenz, nämlich 


& | / 1 {1 
= Vs ‘ + 1} 

Die vektorielle Oberflächenbedingung und die skalare 
Divergenzbedingung verlangen zusammen die Befriedigung 
von vier komplex-skalaren Bedingungen. Sie führen auf die 
Gl. (2), (8) und (5) und lehren, daß von allen Bestim- 
mungsstücken der Welle bei gegebenem Flächenlot nur 


ı)K. Uller, Grundlegung der Wellenkinematik usw. Physik. 
_ . Zeitschr. 17. p. 168. 1916. 
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{— ({ Hl oder, wie wir auch bei Verfügung über den Null- 
punkt der Zeitzählung sagen können, die Tangential- 
komponenten von und S,min willkürlich bleiben: 
also 4 reell-skalare Stücke bei gegebener Lage der 
Oberfläche und gegebenem Wellenparameter a,, wo- 
hingegen in einer freien Welle, wie in $ 2 gezeigt wurde, 
8 Stücke zur Verfügung stehen, Darin spricht sich die Ge- 
bundenheit unserer Welle an die Oberfläche infolge der Be- 
dingung ihrer Druckfreiheit aus. 


$4. Gekoppelte Oberflächen-Scheerungsverdün- 
nungsplanwellen. Eine reine Oberflächen-Verdünnungs- 
planwelle ist unmöglich. Denn die Bedingung für die Druck- 
freiheit der Oberfläche würde nach Gl. (12) des § 2 das Ver- 
schwinden von (a, —2a,)£+2(w,f), verlangen, also 
w,=(m,f)f und demnach a,/2 —a,+(w,f)?=0 statt 
(w, f)? = a,. Oberflächen-Verdünnungsplanwellen können nur 
in Koppelung mit Scheerungsplanwellen auftreten. 

Hier ist der Ort, zu betonen, daB die Zerlegung der ela- 
stischen Verriickung in eine Scheerungs- und in eine Ver- 
dünnungsverrückung bei Wellen eine Notwendigkeit ist. Es 
gibt keine Welle der unzerlegten elastischen Verrückung. Der 


Beweis ist an der Planwelle leicht zu liefern. Neben den ge- 
nannten beiden Wellentypen ist also nur noch das Wellen- 
paar möglich, d. i. je einer der beiden Wellentypen von 
gleicher Schwingungsform und in gegenseitiger Bin- 
dung. 

Ein solches gekoppeltes Planwellenpaar hat die Form 


(1) S=1/2föja,- 4 1/25 


An der Ebene O, wo zu jeder Zeit die Spannung T = T,+T, 
in einem Flächenelement von O zu verschwinden hat, muß 
nach den Gl. (11) und (12) in $ 2 gelten 


| id/a,-{(a, — 2a,)t + 2 (w, f)w,} 
+ {(w, Hf + (Ff = 0. 


Aus dieser einzigen Bedingung an der Ebene (fr) = const. 
folgt zunächst die Koexistenzbedingung der Wellennormalen- 
paare, nämlich Gleichheit ihrer Tangentialkomponenten 


(8) w, — (w, f) -(mhi=m, 


(2) 
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woraus mit Rücksicht auf die Gl. (4) und (5) in § 2 folgt 
(4) a, — (m, 


Multiplizieren wir die Grundbedingung (2) skalar mit j, so 
kommt mit Rücksicht auf Gl. (8) in $2 


(6) (tw, ff? = fa, — 2(w, + 2m, f)} (ff) . 


Multiplizieren wir die Gl. (2) andererseits skalar mit [tf] 
bzw. mit iw, bzw. mit f, so ergibt sich 


(6) (m, = 0 = (m, = = 0 

falls (w,f) #0, also auch (jf) F0 ist gemäß Gl. (5); ferner 
(7) fa, — 2(w, = — id/a,-2(w, fw,’ , 

(8) 2 (w, (ff) =+ td/a, - fa, — 2 (w, . 

Die Gl. (7) und (8) sind nur in zwei Fallen miteinander 
verträglich: 1. wenn (jf) = 0 = 6 ist. Dann ist nach Gl. (5) 
auch (tv,f) = 0; es liegt also der Fall vor, der bereits in § 3 
behandelt ist. Allemal wenn aber 2. (w,f) #0 ist, also auch 
(ff) und 6 nach GI. (5), muß sein 


(9) ia, — 2 (w, + 4 (tw, f)(w, f) = 0. 


Diese Koppelunsggleichung für die Wellennormalenpaare 
geht unter Benutzung von Gl.(4) über in die kubische Gl. 
(10) 16 (a, —a,) wm? —8a, (8 a, —2a,)w? + 8 a,* w,? —a,* = 0, 

Von den Tangentialkomponenten der Wellennormalen- 
paare sind nur ihre Richtungen willkürlich; ihre Beträge sind 
durch die Gl. (10) bestimmt, wenn auch dreideutig. Jede 
der drei Wurzeln ist, wie später erhellt, möglich und bestimmt 
einen physikalischen Vorgang, sofern außerdem noch der 
Koppelungsgl. (9) genügt wird. Mit mw,? sind vermöge der 
Beziehungen (4) auch die Quadrate der Normalkomponenten 
(w,f) und (mw,f) mitbestimmt, aber nicht diese selbst und 
ihre Vorzeichen. Unter letzteren trifft eben die Koppelungs- 
gleichung (9) die Auswahl. 

Bemerkenswert ist noch, daß mw,? oder (mw,f) oder (m,f) 
nicht verschwinden können. Letzteres hat Verrückungen nor- 
mal zur Oberfläche zur Folge. Unsere Voraussetzung einer 
ebenen Oberfläche wird dadurch streng genommen verletzt, 


doch können wir die ganz geringe Wellung unbedenklich 
vernachlässigen. 


; 
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Es sind weiter die Normalkomponenten der Scheerung (jf) 
und die Verdünnung 6 nach den Gl. (7)/(8) miteinander ver- 
knüpft. Durch Zerlegung von w nach f, { und [ff] bekommen 
wir, Gl. (6) berücksichtigend, die Identität 


(11) w,? .j, = — (fF) (o,f) . , 


indem wir wieder mit dem Zeiger t die Tangentialkomponenten 
andeuten. Mit Hilfe der Gl. (8) und (8) läßt sie sich über- 
führen in 


a, — wu, 


(12) oder auch 


eine Beziehung, die wesentlich ictal ist von der Gl. (5) 
in § 8. Aus den Gl. (7)/(8), (10) und (12) fließt nun der 
Satz: Bei gegebener Oberfläche (f), gegebenen Wellen- 
parametern a, und a, und gegebener Verdünnung (6) 
sind alle Bestimmungsstücke des kohärenten Wellen- 
paares (1) angebbar, wenn auch dreiwertig, sobald 
nur noch die Richtungen der Tangentialkomponenten 
der Verdünnungswelle angegeben werden. 

Statt der Verdünnung können auch die Beträge 
der Tangentialscheerungsverrückung vorgegebensein. 

Denn durch Quadrierung von (Gl. 11) und Berücksich- 
tigung von Gl. (8) hat man 


(18) 

Die Dreiwertigkeiten hängen zusammen mit den mög- 
lichen Größen und Vorzeichen der Normalkomponenten der 
Wellennormalenpaare, wie weiter unten gezeigt wird, und 
diese wieder sind abhängig von der Herkunft und Entstehungs- 
weise der Wellen. 

Bei gegebenem Oberflächenlot sowie den beiden 
Wellenparametern a, und a, bleiben also von den 
8+6 = 14 Bestimmungsstücken unseres Wellenpaares 
nur 4 willkürlich, woran man erkennen kann, wie 
straff sein Bau und wie stark seine Gebundenheit 
an die Oberfläche ist. 
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Wir gehen jetzt dazu über, die wesentlichen Züge des 
verwickelten Wellenbaues kennen zu lernen. Aus der 
Beziehung (12) läßt sich berechnen, daß die Elliptizität e 
der Tangential-Scheerungsverrückung stets gleich ist der- 
jenigen der Tangentialverdünnungsverrückung, nämlich 


(14) 
(m, 

auch ie sich die Ellipsenachsen. Es besteht aber ein 
Phasenunterschied. Auch die Elliptizität der Gesamt-Tangen- 
tialverriickung wird durch den Ausdruck (14) wiedergegeben. 
Da nach Gl. (10) unmöglich t,? verschwinden kann, ist 
Kreispolarisation (e=0) der Tangentialschwingung ausge- 
schlossen. Diese ist geradlinig (e=1), nur wenn m,* pro 
portional mw, ist, also nur wenn ty,’ und m,” einen gestreckten 
Winkel miteinander einschließen oder mw,” verschwindet. Be- 
merkenswert ist, daß die Elliptizität von nichts anderem ab- 
hängig ist als von den Beträgen der tangentiellen Wellen- 
normalenpaare tv, und mw,” sowie dem Winkel, den sie mit- 
einander bilden. Erstere sind durch Gl. (10) dreideutig be« 
stimmt, während der Winkel allein völlig willkürlich ist. 

Für die Gesamtverrückung (1) haben wir an O die 
Form 


mit 
(m, f) t 
(16) { oder auch 


of 
= + 
Weder die Normalkomponente ©, noch die Tangential- 
komponente ©, kann je verschwinden. 
Wir bilden 


-i(m-w" |m,* 


8 ’ 
indem wir aus (14) die Elliptizität e einführen. 
Auf gleichem Wege finden wir 
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so daß 
11 S’mas + _ 1 
( s |(w, 


wird. Außerdem empfiehlt es sich, die Hauptwerte ©,max, S,max, 
©,min selbst und ihre Orientierung in einer permanenten Schwin- 
gung ausfindig zu machen. Wir finden mit Heranziehung der 
Koppelungsgleichung (9) 


tw," ” 


Daraus die Intensitätsverhältnisse 


Viger 


wenn wir wieder die Elliptizität e der Tangentialverrückung 
einführen. Je näher die Elliptizität der Kreispolarisation 
(e=0) liegt, um so größer ist das Tangentialfeld im Ver- 
hältnis zum Normalfeld der Gesamtverrückung. Außerdem 
sind die Verhältnisse (17) und (21) abhängig von 


Weiter unten wird entwickelt 
|(w, 8) |? = Ya, — +,” — FF, 
| (w, f)|? = Va’ — , 


wenn = § eine Wurzel der kubischen Gl. (10) 
ist. Zu Kontrollrechnungen und anderen Zwecken ist noch 
folgender Zusammenhang dienlich, Setzen wir 


(10, f) =(1+/) ’ 
so liefert die Koppelungsgleichung (9) den Ausdruck 
a, + 44 f)* = 
Nun folgt aber aus den Begiehungen (4) 
(a, ~a,)/a, = x = — (2+ 1 (w,8*/a, , 


(22) 
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so daB 
(28) = -2+4xmw2?/a, 


wird, worin i,? wie immer eine Wurzel der kubischen Gl. (10) 
ist. Dabei ist in konservativen Körpern 


“= (& + &)/ + “/s &) 
eine reelle Zahl, die zwischen 1 und 1/4 liegt. Es ist nun 


(tw, £)(tw,* f) _ 1 
(m, f) (m,* f) + + 


>1, 


wenn 


-1<i’<+l; 

ist. Das sind die einzigen Bedingungen dafür, daß das Tan- 
gentialfeld stärker ist als das Normalfeld, aber auch daß 
| Symaz| > |G, max | ist. Sind sie nicht erfüllt, und das ist 
ebensowohl möglich, dann sind die Größenverhältnisse bei 
Strichpolarisation (e = 1) der Tangentialschwingung die um- 
gekehrten. Liegt indessen die Elliptizität in der Nähe der 
Kreispolarisation, dann können die genannten Verhältnisse 
wiederum größer als Eins sein. 

Für die Phasenvoreilung der Normalverrückung gegen 
die Tangentialverrückung haben wir 

a (w,* f) (m, a 1+3* 
= 1/2 arctang 4”/(1 +4). 

Wir gehen jetzt weiter zur Berechnung der Wellen- 
strahlung an O. Daselbst ist die Spannung von der Form 


worin t=t, +t, nach den Gl. (11) und (12) in § 2 sowie 
mit den Entwicklungen unseres Paragraphen den Wert hat 


|. ‘ 
t=— ie {(a,—2a,)n-+ 2 (to, n) 1, + (to, 


(26) (m, n)“ a, — af) w, 


2m,’ 
— 
(0,1) w,| 
Indem wir die Terme (25) und (15) fir T und © gemäß 
Gl. (13) des $ 2 über Kreuz skalar multiplizieren, erhalten 


2 (tw, f) 


| 
‘ 


0) 
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wir für permanente oder fast permanente Schwingungen die 
mittlere Strahlung in Richtung n 


Da wegen der Oberflächenbedingung (2) die Strahlung R 
parallel der O-Ebene verläuft, müssen bei der Berechnung 
von R selbst die Glieder mit dem Faktor (n f) von vornherein 
verschwinden. So kommt es, daß mit den Gl. (16) und (26) 
trotz dem langen Ausdruck für t sich (f*I) als einfach heraus- 
stellt, nämlich 


(*) = 6 is,*a, — 2a,* 


2 
nachdem ein drittes Glied wegen der Koppelungsgleichung (9) 
fortgefallen ist. Damit wird nun die Wellenstrahlung 


(1m; 10,”) 


w,+ a, w,", 1), 


(27) mit 

o = ve,* a, (a,* —2 a,*) + a,* (10, w,*). 


Nur wenn ,* proportional tv, ist, also wenn die tangen- 
tielle Isodynamennormale mw,” mit der tangentiellen Iso- 
phasennormalen ty,’ einen gestreckten Winkel macht oder 
nicht existiert, mit anderen Worten: bei Strichpolarisation 
des Tangentialfeldes der Gesamtverrückungen laufen die Phasen 
parallel der Strahlung. Sonst — und das sind die allgemeineren 
Fälle — fallen Strahlung, Phasen- und Amplitudengefälle 
auseinander. 

Bei Strichpolarisation des Tangentialfeldes haben 
wir den uns durchaus ungewöhnlich anmutenden 
Fall, daß die Schwingung der tangentiellen Schee- 
rungsverrückung ganz in Richtung der Strahlung 
vor sich geht. Sie überlagert sich der geradlinigen Schwin- 
gung der tangentiellen Verdünnungsverrückung, die ebenfalls 
in Richtung der Strahlung liegt, so daß man nach den bis- 
herigen Anschauungen eine Verdünnungswelle vor sich zu 
haben glauben sollte. 

Ebenso ungewohnt ist es uns, die Normalkomponente 
der Verdünnungswelle senkrecht zur Energieströmung stehend 
zu wissen. Sie überlagert sich der Normalkomponente der 


{ow, + o*w,*} 
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Scheerungswelle, so daß wir den Eindruck einer Scheerungs- 
welle bekommen sollten. Aber so liegen die Dinge keineswegs, 
wie weiter unten an einem Unterfall dargetan werden wird, 
Zunächst wollen wir in unserer Entwicklung von allgemeinen 
Beziehungen einmal fortfahren. 

An der Gl. (12) entdecken wir die Merkwürdigkeit, daß 
j, und i6/a,.tw,, einander proportional sind. Dies besagt: 
Die Tangentialkomponente der Scheerungswelle läßt sich als 
Verdünnungswelle auffassen, und die Tangentialkomponente 
der Verdünnungswelle als Scheerungswelle; denn sie sind wie 
solche gebaut. Dieselbe Merkwürdigkeit finden wir an der 
Gl. (7), wo (jf) und iö/a,.(m,f) einander proportional auf- 
treten. Auch hier ist ein Rollenwechsel möglich. Wir werden 
später sehen, daß er tatsächlich statthat. 

Die beiden wahren tangentiellen Wellenkomponenten über- 
lagern sich an O gemäß der Beziehung (12) zu 


46 id a 
(28a) Mot + he = 
wenn wir die Tangentialkomponente der Scheerungswelle als 
Verdiinnungswelle auffassen, aber auch 

a 

(28 b) ay — 2 m, 
wenn wir die Tangentialkomponente der Verdünnungswelle 
als Scheerungswelle auffassen. Ebenso überlagern sich die 
beiden wahren Normalkomponenten gen'äß der Beziehung (7) zu 


wenn wir die Normalkomponente der Scheerungswelle als 
Verdünnungswelle ansehen, aber auch 


(29b) 


wenn wir die Normalkomponente der Verdünnungswelle als 
Scheerungswelle ansehen. Von diesen Beziehungen haben wir 
schon in (15) und (16) Gebrauch gemacht. Indem die zu- 
gehörigen Komponenten sich überlagern, können die Resul- 
tierenden stärker, aber auch schwächer ausfallen als diese 
Komponenten. 

Für das Verhältnis der Intensität des resultierenden 
Tangentialfeldes zum resultierenden Normalfelde bekommen wir 


: 
E 
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(tw, f) 
(mw, 9] 


(30) 6 a, a,* + (m. (je fe") 
6 0*/a, a,* + (wo, f) 
nach der Formel (17). 

Wir wenden uns jetzt der Geschwindigkeit zu, mit der 
die Phasen der Tangentialverriickungen senkrecht zu den 
Phasenebenen (w,'r) = const fortschreiten. Es sei & eine der 
drei Wurzeln der kubischen Gl. (10). Dann ist also 


& 


und 
somit 
| - V 1/2 {(w, w,*) w,” V 1/2 {(w, w,*) 


mit 


(tw, ,*) = + 


worin & den oben schon angeführten Winkel bezeichnet, den 
to, und ww,” miteinander einschließen. Andererseits haben 
wir für die Elliptizität der Tangentialverrückungen nach Gl. (14) 


4 


so daB 


Entsprechend wie oben bei der reinen Oberflichen- 
Scheerungswelle besteht auch hier eine Abhängigkeit 
des tangentiellen Phasen- und Amplitudengefälles 
von der Elliptizität des Tangentialfeldes. Diese über- 
trägt sich weiter auch auf die kinematische Phasengeschwindig- 
kit ®=v/|w/|. Je mehr die Elliptizität von der Ge- 
radlinigkeit abweicht, um so kleiner ist diese Geschwindigkeit. 
Alle entwiekelten Größen sind, um es nochmals hervor- 
zuheben, dreiwertig abhängig nur von den Wellenparametern 
a, und a, sowie von dem Winkel ¢, den die tangentielle Iso- 
phasennormale tv,’ und die tangentielle Isodynamennormale tv,” 

miteinander einschließen. 

“ Die kubische Gl. (10) geht mit den Abkürzungen 


(33) a, 
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(34) (a, —a,)/a, = (1 + 1/8 .€,/e)/(1 + 4/3 .€,/€,) = 
über in 


16% 


welches sich durch die Substitution ¢ = y + 1/6 .(2 +1/x) 
reduziert auf . 


y+py+q=0 mit 
(86) P=- 1/8 + 1/60) 1/1223), 
q = — 2/27 — 1/(144 x) + 1/(36 x?) — 1/(108 #9. 


Die drei Wurzeln. der Gl. (35) hängen nur ab von a,/a,, 
also nur von dem Verhältnis der beiden Elastizitätsmoduln e, 
und &,; die drei- Wurzeln von my? indessen auch noch von 
a,=v*D/e,. Die Abkürzung x fällt für reelle Parameter 
vom Maximalwert Eins bei Inkompressibilität (e,/&, = 0) mit 
wachsendem &,/e, monoton ab bis auf den Minimal- und 
Endwert 1/4 fiir, &,/e,= oo. 

Im folgenden einige Werte der Disk:im inante 


D = (q/2)* + (p/3)? 


der reduzierten G1.(36) für reelle 


8/8, D 
1 0 + 0,000 397 225 
0,675 0,573 + 9,000 000 147 
2/8 3/5 — 0,000 002 6 


Für D> 0, also unterhalb &,/&,= 0,575, existieren eine 
reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln. Fir D=O, 
also oberhalb &,/e,= 0,575, drei reelle Wurzeln. 

Einige Wurzelwerte in Abhängigkeit von dem reellen 
Verhältnis e,/e, mögen hier Platz finden. (Siehe Tabelle I.) 

Unsere Wurzeltabelle (p. 481), in der auch noch die zu- 
gehörigen Poissonschen Elastizitätszahlen u 

(1 — 2/8. + 2/8 
Aufnahme gefunden haben, umschreibt und unterteilt das 
Ausgangsgebiet zur Berechnung der möglichen Tangential- 
und Normalkomponenten für alle in Betracht kommenden 
reellen Werte von &,/&,. 


> 
2 
“ 
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Tabelle I. 
x 

für 1 | 0 | 1/2 

Lq = + 1,09572; Lg und z, = + 0,20214 + © + 0,12713 
für 0,9 | 0,115 | 0,466 

%, = +1,11215; ay und a, = + 0,22170 + ¢- 0,11528 
fiir 0,8 | 0,273 | 0,333 

tq = + 1,13498; Xp und t= + 0,24504 + 2 - 0,09358 
für 0,7 | 0,500 | 0,286 

= +1,16799; =; und a, = + 0,27315 + + 0,04833 
für 0,675 | 0,573 | 0,259 

= + 1,178895; 2,= 2, = + 0,281178 
für 0,666 | 8/5 | 1/4 

= + 1,18302; = + 0,25006; x, = + 0,81692 
für 0,61 | 0,818 | 0,167 

= +1,21448; = + 0,2199; 2, = + 0,88561 
für 0,60 | 0,857 | 0,166 

L = + 1,220466; t= + 0,213947, = + 0,398926 
für 0,59 | 0,904 | 0,153 

= +1,22725; = +0,21087; 2, = + 0,40988 
‘fiir 0,5 | 1,500 | 0 

La = + 1,30998; ©; = + 0,19341; z, = + 0,49664 
für 0,4 | 3 | 

% = + 1,4738; w= + 0,17689; t= + 0,59933 
fiir 0,25 | ro) | 


+2,1072; 2, = +0,16246; 2, = + 0,1304 


Was nun die Normalkomponenten der Wellennormalen- 
paare tv, und iv, anbelangt, so sind ihre Quadrate bestimmt 
durch die Gl. (4), nämlich durch 


— + (tw, =a,’ — (mh + 

— 2 (w,’f) = =a," . 

Wir finden hieraus 
worin sich die Wurzelvorzeichen entsprechen miissen. Ebenso in 


40) = — + la,’ — — = 
1 


Annalen der Physik. IV. Folge. ö6. 
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Da diese Ausdriicke nun aber nicht negativ ausfallen 
dürfen, folgt, daß nur die positiven Wurzelzeichen gelten 
können. Wenn a, und a, reell und positiv sind, ist 


(41) (w/t? 2(w,"f)?, wenn =a’, also ist 
(42) (w, f?=(o,"f?, wenn &=a,’, also 2 =(1 — x)ist. 

Im Unterfall: a,’ = 0; & = 0 ergibt sich aus (37) und (38), 
falls a,’ — >0, 

(43) = a,’ 
und für a,’ —£’ <0 
(44) (w,’f)? = 0; (wf)? . 

Im Unterfall: a,” = 0; &” = 0 haben wir aus (39) und (40), 
falls a,’ —é >0 
(45) = a,’ = 0 
und für a,’ <0 
(46) f)? =0; f)? = |a,’ -| . 

Die Normalkomponenten selbst werden durch Wurzel- 
ziehungen aus den Formeln (37) bis (40) gewonnen. Dabei 
ist aber zu betrachten, daß die Vorzeichen nicht ganz vonein- 
ander unabhängig sind, vielmehr der Koppelungsgleichung (9) 
zu genügen haben, die wir wegen den Gl. (4) auch schreiben 
können 

(47) a, +2 4 (tv, £) (tv, 

Wir gehen jetzt über zur Erläuterung der gewonnenen 
Beziehungen. Dabei halten wir uns an folgendem Unterfall; 
auch dann noch sind die Formeln verwickelt genug. 

Ein Unterfall (U). Es sei a,” = 0 =a,”"; es werde also 
vorausgesetzt, daß »’’ = 0, die Schwingungen also permanent 
seien und daß die beiden Elastizitätsmoduln ¢, und e, reell 
seien, das Wellenpaar also durch einen konservativen Körper 
laufe. 

Die Wellenparameter a, und a, sind jetzt reell und positiv; 
es wird somit x = 1 —a,/a, reell, sowie ! = a, 2’; ’ =a, 2”. 
Setzen wir abkürzend (mw,f) (w,f)/a, =z, so stellt sich uns 
die Beziehung (47) mit der Abkürzung (38) in der Form dar 


48 
(48) 2" — 22')2” =o:", 
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wobei nach unserer Wurzeltabelle I x’ e und o stets positiv 
sind und 2’ — 2’’ die Werte haben 


(49) = — 1/a, - {(t,” dw,” f)— (mw, 
(50) 1/a, - {(w,” + (w,’ Em,” 
Aus (48) ergibt sich 
2027 — or” 
2” = 22” 


+2") + @ — 2”)? 

Die reellen Wurzeln = 0) verlangen =0 und 
<0. Mit diesen Bedingungen lasse. sich aus (49) und (50) 
mit Berücksichtigung der Beziehungen (43)—(46) folgende zwei 
Untergebiete abstecken. 

Das U,-Gebiet. c= 2, >]; 


(wf) =0; Via, yale, —1), 


Ein Wellenpaar, das diese Bedingungen erfüllt, 
soll ein a-Wellenpaar heißen. 

Das U,-Gebiet. 0 <2, und 2, <1-x 


(w,” f) = 0 


In diesem Gebiete gelten zwei Wurzelwerte x, und z,, 
gibt es also zwei verschiedene Beträge der tangentiellen Wellen- 
normalen. Wir unterscheiden dementsprechend das 
ß- und das y-Wellenpaar. Die oberen und unteren Vor- 
zeichen aller Wurzelpaare in U, sollen zusammengehören und 
ebenso in U,. 

Unmöglich sind die Kombinationen: (w,’f) = 0 = (m,’H) 
oder (iw, f) = 0 = (m,f). Infolgedessen sind auch Wurzel- 
werte zwischen 1 und 1—x unmöglich. Nach unserer, Wurzel- 
tabelle treten solche auch nicht auf; die x, bewegen sich aber 
hart an der Grenze 1 — x. 

Was die komplexen Wurzeln anbelangt, so läßt sich 
zunächst zeigen, daß man zu der konjugierten gelangt, wenn 
man entweder die Vorzeichen von (m’,f) und (m,'f) ändert 
oder die von (m,’f) und (m,”f). Ersetzt man nämlich bei 
ungeändertem x’ den imaginären Teil ¢2’’ durch —iz”, so 
31* 
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muß nach den Gl. (51) 2’’ durch — z” ersetzt werden, während 
2’ ungeändert bleibt. 

Nach unserer Wurzeltabelle I ist 2’ stets negativ, und 
x’ wechselt nur mit 2” sein Vorzeichen. Wir haben daher 
für beide komplexe Wurzeln den Satz: Nur diejenigen 
Vorzeichen der vier Normalkomponenten (mw,’f), ty,’ f), 
f), (w,’’f) sind mit der Koppelungsgleichung (9) 
verträglich, die 2 in Gl. (51) negativ ausfallen lassen, 
was mit Hilfe der Gl. (37) bis (40) feststellbar ist, 
Mit diesen Vorzeichen ergibt sich weiter das Vorzeichen von 
2’, mit welchem das von 2” nun übereinstimmen muß. 

Ist bespielsweise (m,'f) oder (w,'f) negativ, hingegen 
(w,”f) und (m,”f) positiv oder negativ, dann ist sicher 2’ 
negativ, wie es sein soll. 

Beide Wurzeln zugleich unter denselben Bedingungen 
sind natürlich unmöglich. Die eine komplexe Wurzel unter- 
scheidet sich von der anderen lediglich dadurch, daß ent- 
weder die Normalkomponenten der beiden Phasengefälle ent- 
gegengesetzt gleich sind, oder die Normalkomponenten der 
beiden Amplitudengefälle. Dementsprechend haben wir 
auch im Gebiete der komplexen Wurzeln, dem U,;- 
Gebiete, zwei mögliche Oberflächenwellen, nämlich 
das ß- und das y-Wellenpaar in Fortsetzung aus dem 
U,-Gebiet. 

Jede der drei Wurzeln der kubischen Gl. (10) ist also 
möglich, die Vorzeichen der vier Normalkomponenten der 
beiden Wellennormalenpaare unterliegen aber gewissen Be- 
dingungen. Anmerken wollen wir noch, daß nach den Formeln 
(37)—(40) in unserem Unterfall ist 


91 = Ya, HR. 


Wir wollen nun für unseren Unterfall die Phasen- und 
Amplitudengefälle in den drei Wellenpaaren sowie das damit 
zusammenhängende mit Hilfe unserer Wurzeltabelle I näher 
bestimmen. 

Im U,- und U,-Gebiete ist mw,” =0. Die Tangential- 
schwingung im a-Wellenpaar sowie im ß- und y-Wellenpaar 
für einen Körper, dessen u unterhalb 0,259 liegt, kann nach 


(52) 


. 
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Gl. (31) nur geradlinig erfolgen. Infolgedessen geht nach 
Gl. (27) die Strahlung in Richtung der tangentiellen Isophasen- 
normalen iv,’; auch besteht nach der Formel (24) kein Phaser- 
unterschied zwischen der Tangentiel- und der Normalschwin- 
gung. Die kinematische Phasengeschwindigkeit ist nach Gl. (32) 
w = o,/Vz, wenn w, = Ve,/D diejenige der strichpolarisierten 
reinen Oberflächen-Scheerungswelle bezeichnet. Im U,-Gebiete, 
wo die beiden Phasengefälle parallel zur Oberfläche gerichtet 
sind, liegen die Amplitudengefälle senkrecht zur Oberfläche; 
im U,-Gebiete, wo die beiden Phasengefälle stets die Ober- 
fläche zwischen sich haben, existieren Amplitudengefälle über- 
haupt nicht. 

Im U,-Gebiete ist tw,’ #0. Also tritt im f- und im 
y-Wellenpaar für einen Körper, dessen z oberhalb 0,259 liegt, 
nach Gl. (31) Elliptizität der Tangentialschwingung auf, alle- 
mal wenn iv,” nicht gerade einen gestreckten Winkel mit m, 
macht. Infolgedessen weicht die Strahlung von der Richtung 
der tangentiellen Isophasennormalen ab; auch besteht ein 
Phasenunterschied zwischen der Tangential- und der Normal- 
schwingung. 

Für die tangentielle Phasen- und Amplitudengefälle haben 
wir jetzt 


[23 1 (4 

und fiir die kinematische Phasengeschwindigkeit 


(64) o = Yald + 


Die a-Wellenpaare haben somit kleinere Geschwin- 
digkeiten als die Oberflächen-Scheerungswelle, und zwar finden 
wir fiir 


153) 


Tabelle I. 
@, | 0,960, | 0,920, | 0,870, 


Die ß- und die y-Wellenpaare haben größere Ge- 
schwindigkeiten als die Oberflächen-Scheerungswelle. 
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Wir finden — Tabelle III — für ~> 0,259 und e=1 


| 1/8 0,286 
wg = a, | 2,090, | 1,990, | 1,910, 
und für «= 0,259 


u 0259 | 14 | 0 


2,0 | 2,270, 


@ 
B 
} 1,89 0, 1,78, | 1,410, 


Bei den sogenannten „Dehnungswellen“ in eindimen- 
sionalen begrenzten Körpern wird die 
digkeit der Volumänderungen gegeben durch 


VED =y2(l+u 
Daraus ergibt sich für „Dehnungswellen“ folgende Ab- 
hängigkeit von der Elastizitätszahl u 
Tabelle IV. 
u | ve | 1/8 | 0,286 1/4 0 
V20+p) 0, | 1,30, | 1,680, | 1600, | 1,580, | 1,410, 
Man bemerkt, daß von etwa u = 1/4 ab bis „= 0, also 
bei den festesten Körpern, die Fortpflanzungsgeschwindig- 


keiten der Dehnungswellen sich denen der y-Wellenpaare an- 
nähern. 


Wegen der Gl. (4) und (5) in $ 2 muß in unserem Unter- 
fall sein 


10,”) = 0 = (my + (my 


Im U,-Gebiet sind sonach w,” und tv,” nicht vorhanden; 
Amplitudengefälle existieren nicht. Jede der beiden gekoppelten 
Wellen, die das Wellenpaar bilden, ist also eine einfache Welle. 
Im U,- und im U,-Gebiete dagegen existieren ww,’ und i,”, 
müssen daher senkrecht zu tv,’ bzw. tv,’ stehen. Es treten somit 
hier die Faktoren e'%,’” bzw. e®,”®) auf, die besagen, daß die 
Amplituden in Richtung von — mw,” bzw. — m,’ senkrecht 
zu den betreffenden Phasenrichtungen abfallen, was aber 
nur im Falle der Strichpolarisation der Tangentialverrückungen 
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heißt: senkrecht zur Wellenstrahlung. Das Vorkommen des 
wellenlöschenden Faktors e®”® in einer Planwelle, die durch 
einen konservativen Körper läuft, ist uns nicht neu: wir 
kennen es schon im Gebiete der Strahlumbiegung einer ein- 
fallenden Welle bei Totalreflexion. Während aber dort im 
wesentlichen eine Energiependelung statthat, haben wir hier, 
im U,- und U,-Gebiete, ein unbehindertes Fortströmen und 
gebundenes Ausbreiten der Energie entlang der Oberfläche. 

In den Formeln (17), (21) und (80) über das Verhältnis 
des Tangentialfeldes der Gesamtverrückung zum Normalfelde 
ist neben der Elliptizität nur noch das Verhältniss 


| (ro, (m, f) | 
gemäß (22) maßgebend. 
Unter Benutzung der Formeln (52) sowie der Wurzel- 
tabelle I ergibt sich folgende interessante Tabelle V. 


Tabelle V. 


| (ww, | | 
a-Wellenpaar | #-Wellenpaar | y-Wellenpaar 


U,-Gebiet U,-Gebiet 

0,2956 1,8404 

0,8329 2,1668 

0,3799 2,7089 

0,4840 8,7790 

0,4572 4,0500 
U,-Gebiet | U,-Gebiet 
0,4641 8,0008 6,450 
0,5100 2,1428 11,880 
0,5184 2,0555 28,657 
0,904 : 0,5273 1,9679 29,692 
1,500 0,6186 1,6220 12,289 


Multiplizieren wir diese Werte mit der reziproken Ellip- 
tizität 1/e, die aber im U,- und U,-Gebiete gleich Eins ist, 
so erhalten wir (©,’max-+ ©,7min): ©,?max in der Form (17) 
oder (30). 

Nun können wir die Wirkung der Überlagerung und des 
Rollenwechsels in der Verdünnungswelle sowie in der Scheerungs- 
welle mit Erfolg untersuchen. Es werden sich uns seltsame 
Charakterzüge in unseren drei Wellenpaaren offenbaren. 

Multiplizieren wir die rechten Seiten der Gl. (28) und 
(29) mit ihren konjugierten Ausdrücken, so bekommen wir 
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die Quadrate der Intensitäten der Gesamtverrückungen. Dabei 
treten zwei Faktoren auf. Der eine 


a, a,* 
tv? 
hat den Wert 
1 . 
+273)’ 
er ist im U,-Gebiet kleiner als Eins, dagegen im U,- und U,- 
Gebiet größer als Eins. Der zweite Faktor 
a, a,* 
a, —2(w, a,*— 2(m,* 
geht mit Hilfe der Koppelungsgleichung (9) über in 
a, a,* 


4Y (ww, (w,* (tv, w.?* 


1 


die Formel (52) beriicksichtigend, ein Wert, der nach unserer 
Wurzeltabelle I in allen drei Gebieten größer als Eins ist. 
Wir sehen jetzt an den Beziehungen (28) und (29), daß bei 
dem ß- und dem y-Wellenpaar durch Überlagerung allgemein 
eine Verstärkung der einzelnen Komponenten statthat. Anders 
dagegen im a-Wellenpaar: Spielt in ihm |, die Rolle einer 
Verdünnungswelle, dann findet Schwächung dieser Verdün- 
nungswelle statt. Spielt 16/a,.,, die Rolle einer Scheerungs- 
welle, dann bewirkt sie als solche eine Verstärkung dieser 
Scheerungswelle. Und weiter in den Normalkomponenten: 
Spielt die Normalkomponente (jf) die Rolle einer Verdün- 
nungswelle, dann bewirkt sie als solche eine Verstärkung 
dieser Verdünnungswelle; spielt dagegen iö/a,.(w,f) die 
Rolle einer Scheerungswelle, dann findet Schwächung dieser 
Scheerungswelle statt. 

Welche von diesen Möglichkeiten treten nun wirklich 
ein? Darüber gibt uns die Beziehung (30) in Gemeinschaft 
mit (54) und der Tab. V Auskunft. Danach ist in dem 
a-Wellenpaar das Normalfeld größer als das Tangentialfeld; 
etwa 8,4mal bei gallertartigen Körpern (mu ~ 4) bis herab zu 
etwa 1,6mal bei den festesten Körpern (uv = 0). Parallel dazu 
nimmt auch seine Phasengeschwindigkeit w, ab; sie bleibt 
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dabei jedoch in der Nähe derjenigen der reinen Oberflächen- 
Scheerungsweile des $ 3, und zwar etwas unterhalb der- 
selben. Es herrscht also mit einer Geschwindigkeit annähernd 
derjenigen einer Scheerungswelle das Normalfeld vor, das 
deshalb als Scheerungsfeld aufgefaßt wird. Es kommt sonach 
in der Beziehung (30) nur das linke Verhältnis in Frage, 
d. h. die wahre tangentielle Scheerungskomponente mit ihren 
Verrückungen in Richtung der Strahlung tritt in der Rolle 
einer Verdünnungswelle auf, diese schwächend, und die wahre 
Normalkomponente der Verdünnungswelle mit ihren Ver- 
rückungen senkrecht zur Strahlung spielt die Rolle einer 
Scheerungswelle, diese schwächend! Das a-Wellenpaar 
macht daher bei Strichpolarisation des Tangential- 
feldes den Eindruck einer senkrecht zur Oberfläche 
schwingenden Scheerungswelle, die aber von nicht 
unbeträchtlichen tangentialschwingenden Verdün- 
nungen begleitet ist. 


Für das ß- und das y-Wellenpaar liegen die Phasen- 
geschwindigkeiten merklich ab von derjenigen der reinen 
Oberflächen-Scheerungswelle. Sie liegen vielmehr oberhalb 
derselben, und zwar in der Nähe von ,,Dehnungswellen“; 
man vergleiche unsere Gegenüberstellung auf p. 486. Ferner 
sind für sie die Intensitätsverhältnisse (17) und (21) aus- 
weislich der Tab. V stets größer als Eins. Bei gallertartigen 
Körpern (“ ~ 4) ist der Unterschied gering. Er steigert sich 
zu einem Maximalwert, der für das B-Wellenpaar bei u = 0,259 
liegt, um dann bei den festesten Körpern (u — 0) wieder fast 
auf ungefähr den Anfangswert abzufallen. In dem y-Wellen- 
paar können bei den festesten Körpern die Unterschiede 
wesentlich größer sein, wobei das Maximum etwa bei u = 0,153 
liegt. Es herrscht also in beiden Wellenpaaren das Tangential- 
feld wesentlich vor mit Geschwindigkeiten annähernd den- 
jenigen von ,,Dehnungswellen‘‘, in deren Theorie Volum- 
änderungen in erster Linie berücksichtigt werden. Es kann 
also in der Beziehung (80) nicht das rechte Verhältnis in 
Frage kommen, sonach nur das linke, d. h. die wahre tan- 
gentielle Scheerungswelle mit ihren Verrückungen in Rich- 
tung der Strahlung muß sich als Verdünnungswelle auf- 
spielen, diese verstärkend, während die wahre Normalkompo- 
nente der Verdünnungswelle mit ihren Verrückungen senk- 
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recht zur Wellenstrahlung sich als Scheerungswelle ausgeben 
muß, diese verstärkend. 

Das ß-Wellenpaar sowohl als insbesondere das 
y-Wellenpaar machen daher den Eindruck von in 
der Oberfläche schwingenden Verdünnungswellen, 
die von mäßigen Scheerungen senkrecht zur Ober- 
fläche begleitet sind. 

Die Erscheinung ist um so ausgeprägter, je kleiner die 
Elliptizität des Tangentialfeldes ist. 

Eine Abweichung von der Strichpolarisation tritt außer- 
halb unseres Unterfalles (U) nach Gl. (31) immer auf, wenn ¢ 
nicht gerade ein gestreckter Winkel ist. Auch im a-Wellen- 
paar. Hier aber kann sich der Eindruck dadurch völlig ändern, 
indem das Verhältnis (17) durch kleineres e größer als Eins 
wird; bei «= wäre dazu nur nötig, daß e unterhalb } liegt.” 
Die Geschwindigkeit, obgleich durch die Elliptizität gemäß 
der Formel (32) herabgedrückt, ist doch diejenige einer Schee- 
rungswelle; denn auch deren Geschwindigkeit geht nach dem- 
selben Gesetze mit fallendem e zurück nach der Formel (8) 
des $3. Es herrscht also, außerhalb unseres Unterfalles, bei klei- 
neren e auch jetzt im Gesamteindruck die Scheerungswelle vor, 
die aber nun tangential schwingt. Jetzt kommt in der Beziehung 
(30) das rechte Verhältnis in Frage, d.h. die wahre tangentielle 
Verdünnungskomponente spielt die Rolle einer Scheerungswelle, 
diese verstärkend und die wahre Normalkomponente der Schee- 
rungswelle die Rolle einer Verdünnungswelle, diese verstärkend, 

Das a-Wellenpaar macht daher — außerhalb 
unseres Unterfalles — in der Nähe der Kreispolari- 
sation des Tangentialfeldes den Eindruck einer 
tangential schwingenden Scheerungswelle, die von 
normal schwingenden Verdünnungen begleitet ist. 

Wir können nunmehr unsere Untersuchung über den eigen- 
artigen Bau dieser Oberflächen-Planwellen abschließen. Noch sind 
wir aber eine Stellungnahme zur Rayleigh-Theorie schuldig. 

Diese setzt von vornherein fest: 


1. Daß die Normalkomponenten (tv,’f) und (m,’f) ver- 
schwinden, daß also die Phasengefälle in den beiden Wellen, 
die das Wellenpaar ausmachen, tangential liegen. 

2. Daß mw,” verschwindet, also die Amplitudengefälle 
senkrecht zur Oberfläche liegen; und 
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3. Daß diese nach dem Innern des Körpers gerichtet sind.. 
Diese willkürlichen Festsetzungen erweisen sich aus unserer 
allgemeinen Theorie heraus als zulässig; sie stellen aber nur 
eine Möglichkeit in unserem Unterfall dar, nämlich die Mög- 
lichkeit (U,). Dabei ist die dritte Festsetzung noch eine un- 
nötige Beschränkung, indem die Amplituden auch umgekehrt, 
nach der Oberfläche zu, abnehmen dürfen. 

Die „Rayleighwelle‘ ist also unser a-Wellenpaar 
für permanente Schwingungen und konservative 
Körper mit Amplitudenabnahmen binnenwärts. 

Diese spezielle Form läßt nicht vermuten, daß bei Ober- 
flächenwellen die Phasengeschwindigkeit von der Elliptizität 
des Tangentialfeldes abhängig ist. 


$5. Zusammenfassung und Schlußbemerkungen. 

Im Gegensatz zur bisherigen Meinung wird aufgewiesen, 
daß es drei Typen von elastischen Oberflächenwellen gibt, 
Erstens die reine Scheerungswelle. Sodann die reine Ver- 
dünnungswelle, deren Amplitudenabnahme jedoch so stark 
ist, daß sie nur lokale Wirkung hat. So bedeutungslos sie 
demnach an und für sich ist, so beträchtlich wirkt sie in Verbin- 
dung mit der Scheerungswelle, sobald beide gemeinsame 
Schwingungsform haben. Es besteht dann drittens das durch 
die Bedingung der druckfreien Oberfläche gekoppelte Scheerungs- 
Verdünnungswellenpaar, das ein von den beiden Komponenten 
völlig verschiedenes Gepräge hat. 

In der reinen Scheerungswelle ($ 3) liegen die Ver- 
rückungen nur parallel der Oberfläche, aber auch das Wellen- 


‘ normalenpaar. Phasen- und Amplitudengefälle sowie Phasen- 


geschwindigkeit und Wellenlänge sind von der Elliptizität 
der Verrückungen abhängig. Bei gegebener Lage der Ober- 
fläche und gegebenem Wellenparameter a, ist diese gebundene 
Welle durch 4 reell-skalare Stücke bestimmt, wohingegen in 
einer freien Welle 8 Stücke zur Verfügung stehen. 

Der Typ des Wellenpaares ($ 4) zeichnet sich durch be- 
sonders straffen, aber auch verwickelten Wellenbau vor dem 
vorangehenden aus. Bei gegebener Oberfläche sowie bei ge- 
gebenen Wellenparametern a, und a, bleiben von den 14 Be- 
stimmungsstücken in dem an die Oberfläche gebundenen 
Wellenpaar nur 4 willkürlich. Dabei spielt eine Rolle der 
Winkel ¢, den die tangentielle Isophasennormale mit der 
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tangentiellen Isodynamennormalen einschließt. Er ist durch 
die Entstehungsweise und Herkunft des Wellenpaares be- 
stimmt; hier wo wir nur das Ankommende untersuchen, ist 
er als willkürlich gegeben anzusehen. Die sonstige Abhängig- 
keit des Wellenbaues ist in allen Einzelheiten eine dreiwertige, 
denn die Koppelungsbedingung für Druckfreiheit der Ober- 
fläche führt auf eine kubische Gleichung für das Quadrat 
der Tangentialkomponente des Wellennormalenpaares. Dem- 
entsprechend müssen wir drei Arten unterscheiden, die wir 
das a-, B- und y-Wellenpaar benennen. Auch in ihnen sind wie 
bei der Oberflächen-Scheerungswelle Phasen- und Amplituden- 
gefälle und deshalb auch Phasengeschwindigkeit und Wellen- 
länge von der Elliptizität des Tangentialfeldes abhängig. Aber 
im Gegensatz zu der Oberflichen-Scheerungswelle zeigen sie 
stets auch Verrückungskomponenten senkrecht zur Obertliche. 
Daran ist auch die gekoppelte Verdünnungswelle beteiligt, 
so daß es Verdünnung senkrecht zur Wellenstrahlung gibt. 
Auch existiert eine tangentielle Scheerungsverrückung, die in 
die Richtung der Strahlung fallen kann. Der Gesamteindruck 
jedes der drei Wellenpaare ist jedoch ein anderer. Das lehrt 
die eingehende Erörterung unter Beschränkung auf den Unter- 
fall, daß die Schwingungen permanent sind und der elastische 
Körper keine Wellenenergie verschluckt. 

Im a-Wellenpaar, dessen Tangentialfeld dann strich- 
polarisiert ist, liegen die Phasengefälle in den beiden Wellen, 
die das Wellenpaar ausmachen, tangential und die beiden 
Amplitudengefälle senkrecht zur Oberfläche, entweder beide 
ein- oder beide auswärts. Das Normalfeld ist stärker als das 
Tangentialfeld, und die Phasengeschwindigkeit liegt stets in der 
Nähe und unterhalb der reinen Scheerungswelle. Deshalb 
macht das a-Wellenpaar bei Strichpolarisation des Tangential- 
feldes den Eindruck einer senkrecht zur Oberfläche schwin- 
genden Scheerungswelle, die aber von tangential schwingenden 
Verdünnungen begleitet ist. 

Das f- und das y-Wellenpaar können unterhalb der 
Poissonschen Elastizitätszahl u = 0,259 im Tangentialfelde 
nur geradlinig schwingen. Es existieren in ihnen keine Ampli- 
tudengefälle. Die beiden Phasengefälle liegen so, daß sie die 
Obertläche zwischen sich haben. Oberhalb u = 0,259 schwingen 
beide Wellenpaare elliptisch in ihren Tangentialverrückungen, 
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weil die Amplitudengefälle existieren und Tangentialkompc- 
nenten haben. 

Im ß- und im y-Wellenpaar sind die Phasengeschwindig- 
keiten abhängig von der Elliptizität des Tangentialfeldes; sie 
liegen ferner merklich ab von derjenigen der reinen Scheerungs- 
welle, und zwar in der Nähe etwas oberhalb derjenigen von 
„Dehnungswellen‘; ferner herrscht in ihnen das Tangential- 
feld wesentlich vor dem Normalfeld. Das ß- und das y-Wellen- 
paar machen daher den Eindruck von in der Oberfläche 
schwingenden Verdünnungswellen, die von mäßigen Schee- 
rungen senkrecht zur Oberfläche begleitet sind. 

Oberhalb u = 0,259 unterscheiden sich beide Wellenpaare 
lediglich dadurch, daß die Normalkomponenten entweder der 
beiden Phasengefälle oder der beiden Amplitudengefälle ent- 
gegengesetzt gleich sind. Unterhalb » = 0,259 geht der Unter- 
schied auch in die Phasengeschwindigkeit und das Verhältnis 
des Tangentialfeldes zum Normalfelde ein. 

Die ,,Rayleighwelle“, die bisher als die einzig mögliche 
Oberflächenwelle gilt, ist unser a-Wellenpaar. 

Wenn wir einen Stab reibend drillen, erzeugen wir in 
ihm reine Oberflächen-Scheerungswellen. Dehnen wir ihn 
reibend, so entstehen in ihm gekoppelte Oberflächenwellen, 
und zwar nach der Phasengeschwindigkeit zu urteilen: y-Wellen- 
paare. Die Übereinstimmung zwischen den Tabb. III und IV 
kann keine vollkommene sein; denn einerseits haben wir die 
Krümmung der Staboberfläche noch nicht berücksichtigt, 
andererseits ist die bisherige Theorie der Längsschwingungen 
von Stäben nicht frei von Annahmen. Man erkennt das 
schon daran, daß der Querschnitt und seine Form in der 
üblichen Wellengleichung gar nicht und in der von Rayleigh 
stammenden Fassung: 

a6, 2 EF #6, 

de D 
mit o = Trägheitsradius des Querschnittes, bezogen auf die 
Zentrallinie, kaum in Rechnung gebracht ist. 

In großem Stile führt uns die Natur elastische Ober- 
flächenwellen in den Erdbeben vor. Die ,,Hauptbebenwelle 
I. Art‘‘, welche die Erde umkreist, ist eine reine Oberflächen- 
Scheerungswelle. Denn sie verrät sich als solehe durch das 
Fehlen einer Vertikalkomponente, durch ihre konstante Ge- 
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schwindigkeit, beiläufig bemerkt von etwa 4 km/sec, und 
durch ihre sehr große Reichweite, worin sich flächenhafte 
Energieausbreitung bekundet. Für ihr Entstehen und Bestehen 
ist die Annahme einer Magmaschicht nicht erforderlich. 

Die ,,Hauptbebenwelle II. Art‘ ist sicherlich auch eine 
Oberflächenwelle; man erkennt das an der konstanten Ge- 
schwindigkeit und der sehr großen Reichweite; sind doch 
Umkreisungen der Erdkugel festgestellt. Sie tritt an einer 
Erdbebenwarte in: der ,,Hauptphase‘‘ etwas später auf als 
die I. Art; ihre Geschwindigkeit beträgt etwa 3,4 km/sec. Sie 
zeigt im Gegensatz zu jener auch eine Vertikalbewegung. Nach 
dem Geschwindigkeitsverhältnis zu urteilen, haben wir ein 
a-Wellenpaar vor uns. Diese Deutung ist, obgleich der Ein- 
fluß der Erdkrümmung noch nicht berücksichtigt werden kann, 


gewiß richtig in allen Fällen, wo dabei unsere Seismographen ~ 


kleinere Horizontal- als Vertikalamplituden registrieren und 
man aus anderen Anzeichen schließen kann, daß nur ein 
Wellenpaar vorübergelaufen ist. Meist jedoch stellen wir 
umgekehrt größere Horizontal- als Vertikalbewegung fest. 
Da ist nun möglich, daß auch jetzt ein a-Wellenpaar passiert 
ist, dessen Schwingungen indessen zeitlich anstiegen oder 
abfielen; dann muß eine etwas kleinere Geschwindigkeit als 
3,4 km/sec festgestellt werden können. Möglich ist aber auch, 
daßein B-oder y- Wellenpaar vorübergezogen ist, dessen Elliptizität 
stark von Strichpolarisation abwich, wodurch die Geschwindig- 
keit merklich herabgedrückt war. Auch wird es gelegentlich 
vorkommen, daß eine Interferenz mehrerer Oberflächenwellen 
zugrunde liegt, welche Fälle keine Schlüsse auf Zahl und 
Charakter der durchgelaufenen Wellen zulassen. 

Genaueres über die Charaktere der Bebenwellen wird sich 
erst mit der Zeit aus der ständigen zahlenmäßigen Vergleichung 
der Intensitätsverhältnisse gemäß unserer Tab. V ermitteln 
lassen. Dabei wird es wichtig sein, die Poissonsche Elastizitäts- 
zahl yw für die Erdrinde sicherzustellen. Diese ist bis heute 
ausschließlich aus den ‚Vorläufern‘“, also aus Wellen, die 
durch das inhomogene Erdinnere gelaufen sind, zu 0,271 im 
Mittel ermittelt. Auch wird die Kenntnis der Tangential- 
elliptizität der Bebenwellen zu einer unerläßlichen Forderung, 
eine allerdings heikle Aufgabe. Schließlich ist auch nicht 
aus dem Auge zu verlieren, daß die Köpfe der registrierten 


b 


Elastische Oberflächen- Planwellen. 495 


Wellen, die ja gerade als Zeitmarken dienen, von der har- 
monischen stark abweichende Schwingungsformen haben. Diese 
wirken aber in noch unbekannter Weise auf Intensitätsver- 
hältnis und Phasengeschwindigkeit ein. Bemerkenswert bleibt 
auch noch, daß Oberflächenbebenwellen mit wesentlich größeren 
Geschwindigkeiten als 4 km/sec, mithin strichpolarisierte ß- 
und y-Wellenpaare, nicht beobachtet zu werden scheinen. 

Hier anschließend müssen einige aufklärende Worte der Dis- 
persion und der Absorption der Bebenwellen gewidmet werden. 

Bekanntlich ergeben die Beobachtungen der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten von Oberflächen-Bebenwellen, vondenen 
man annehmen zu dürfen glaubt, daß sie ein und demselben 
Typ angehören, merkliche Streuung der Werte, wofür man 
sich mancherlei Gründe herbeizuziehen bemüht. Besonders 
gern behauptet man, daß damit eine „Dispersion der Beben- 
wellen‘‘ nachgewiesen sei, also eine Abhängigkeit von der 
Frequenz. Daraus folgerte man, daß die klassische Elastizitäts- 
theorie, da sie eine solche nicht ergeben könne, ohne Erweite- 
rungen nicht völlig brauchbar wäre. Ohne eine bis auf den 
Boden reichende Kenntnis der elastischen Oberflächenwellen 
zu besitzen oder anzustreben, hat man sich schon gleich an 
die Aufstellung solcher Zusatzglieder gemacht. Indessen, 
schon wenn wir die ganz spezielle harmonische Schwingungs- 
form als zutreffend annehmen, liefern uns unsere Formeln 
eine Abhängigkeit der Geschwindigkeit von der Frequenz, 
sobald die Schwingungen zeitlich ansteigen oder abfallen. 
Ferner ist noch unbekannt, daß in beiden Typen von Ober- 
flächenwellen selbst bei konservativen Körpern und permanenten 
Wellen eine Isodynamennormale 1” auftreten kann. Diese 
aber beeinflußt die Phasengeschwindigkeit. Dazu kommt zum 
letzten, doch keineswegs zum geringsten, daß die Geschwindig- 
keit von der Elliptizität des Tangentialfeldes der Welle ab- 
hängt. Wegen des Einflusses der Schwingungsform, der 
Dämpfung und der Elliptizität auf die Phasengeschwindigkeit 
sind alle Folgerungen aus den beobachteten Geschwindigkeiten 
unsicher, solange jene nicht anderweitig bekannt sind. 

Ein ähnliches Mißverständnis liegt auch hinsichtlich der 
„Absorption der Bebenwellen‘‘ vor. Die Bebenkunde be- 
zeichnet in der empirischen Intensitätsformel 


J = J,e-*4: R sin (4/R) 
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für die notorische Abnahme der Hauptwellen mit wachsendeg 
Epizentralentfernung A den Faktor k als den ,,Absorptiong 
koeffizienten der Welle“; er ist, nebenbei bemerkt, im Durch 
schnitt für allerhand Wellentypen zu 0,000275 km-! ermittelt 
Die Meinung für Absorption hat sich auf Grund der Rayleigh 
theorie gebildet, die man für die allgemeine Theorie elastische 
Oberflächenwellen hält. Danach ist ein tangentielles Ampli 
tudengefälle ausgeschlossen. Wir haben jedoch oben gezeigt 
daß das selbst bei einem a-Wellenpaar in einem konservative 
Körper nicht zutrifft, wenn die Schwingungen zeitlich ag 
steigen oder abfallen. Zudem aber kann ja eine Scheerungg 
welle oder ein ß- oder ein y-Wellenpaar vorliegen, dessef 
Tangentialelliptizitäten stark von Strichpolarisation abweichem 
Es ist ein Irrtum, zu folgern, daß der Faktor e®”’» in eine 
Welle unbedingt Energieabsorption an Ort und Stelle ode 
in anderen Gebieten anzeigen müsse. Absorption liegt nu 
dann vor, wenn bei permanenten Schwingungen der Diver 
genz der zeitlich gemittelten Wellenstrahlung von Null ves 
schieden befunden wird. In einer einfachen Welle, also iff 
einer solchen, in der die Isophasennormale tv’ und Isodynamen& 
normale mw’’ in einer Geraden liegen, tritt bei Absorption un@ 
nur bei solcher der Faktor e®’® auf. Ist aber [w” w’] +4 
also die Welle nicht einfach wie z. B. bei Totalreflexion ode 
bei unseren Oberflächenwellen außerhalb des U,-Gebietes dan 
existiert auch ohne Absorptionsfähigkeit des Körpers dieser Fak 
tor und ist ein sicheres Zeichen für einen verwickelten Wellen bau 
in dem vor allem Strahlung, Phasengeschwindigkeit und Wellens 
länge in der üblichen Weise ausgedrückt illusorisch sind. 

Ob Absorption in der Erdrinde mitspielt, kann zurzeiß 
und auf lange hinaus nicht entschieden werden. Dazu wäre 
Vorbedingung die Kenntnis des Strahlungsfeldes einer Beben 
welle, und dies wird man noch lange nicht vermögen zu 
messen. Man bezeichne daher besser k einstweilen unver 
bindlich als Extinktionskoeffizienten und suche festzustelleng 


ob nicht jeder Wellentyp und jede Art einen charakteriaamm 


stischen hat. 
Gießen, 28. Februar 1918. 


(Eingegangen 30. März 1918.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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